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1. 环 与 模 


1. 环 与 代数 


个 (结合 ) 环 是 一 个 具有 两 种 运算 (加 法 和 来 法 ) 的 集合 R, 按 

加 法 为 阿山 尔 群 ， 满 足 如 下 条 件 (其 中 7,r',r” 为 R 的 任意 元 ): 

i) (7 +r r=rr+r rr, rr +r )=rr ‘+r (分 配 律 ); 

ii) (rr )r” = rr (乘法 结合 律 )， 
环 RR 称 作 交 搁 的 , 如 果 它 还 满足 交换 律 

iii) rr’ = rr; 
称 为 有 单位 元 的 , 如 果 存 在 单位 元 1 € R, 使 得 

iv) lr =r 
(显然 此 时 单位 元 是 唯一 的 ). 

例如 ， 体 都 是 有 单位 元 的 环 ， 域 都 是 交换 环 ， 有 理 数 域 @Q, 实 
数 域 及 和 复数 域 C 之 间 有 包含 关系 QC 民 CC. 一 般 地 ， 若 环 民 
的 子 集 R' 在 加 法 和 乘法 下 封闭 ， 则 RR 称 为 R 的 一 个 子 环 , 而 称 
RR' 为 R 的 扩 环 ; 此 时 对 任意 子 集 SC R' 可 以 定义 8 在 尽 上 生成 
的 扩 环 RIS] C R', 即 R (在 Rr 中) 的 包含 S 的 最 小 扩 环 (参看 习 
题 4). 

例 1.1 i) 整数 环 也 的 子 环 22Z 没有 单位 元 . 

i) 任 一 集合 9 上 的 所 有 实 值 函 数 全 体 按 加 法 和 篆 法 组 成 一 1 
有 单位 元 的 交换 环 . 

ii) 对 两 个 环 R 与 RR 可 以 定义 直 和 R x R' (加 法 和 乘法 按 分 
量 ) 

iv) 对 任 一 正 整 数 m R= 2Z/nZ 是 一 个 有 限 的 有 单位 元 的 交换 
环 . 特别 地 ， 对 任意 素数 p, En = Z/p2Z 为 一 个 有 限 域 .， 若 n 非 素 
数 ， 例 如 n= 18. 则 在 RR 中 有 两 个 非 零 元 2 和 5 的 积 是 0， 此 外 有 
6* = 0. 


两 个 环 之 间 的 一 个 映射 f : R 一 R' 称 作 ( 环 ) 同 态 . 如 果 它 与 
加 法 和 乘法 人 交换, 即 f(r+7) = f(7)+ (7 ), (rm) 二 fA(7)f(7) (大 
我 们 讨论 有 单位 元 的 环 ， 则 我 们 还 要 求 f(1) = 1). 此 时 R' 连同 f 
称 作 一 个 R- 代 数 . 若 f 还 是 一 一 映射， 则 说 f 是 ( 环 ) 同 构 ， 与 
群 论 类 似 ， 我 们 可 以 定义 自 同 态 、 自 同 构 、 单 同 态 、 满 同 态 等 ， 说 
9 :RR 一 R” 是 另 一 个 环 同人 态 (因而 R” 也 是 R- 代 数 ). 一 个 环 同人 态 
9 : R' 一 R” 称 作 一 个 RR- 代数 同 态 , 如 果 9of = g. 

例 1.2 i) 对 任 一 环 R 可 以 定义 RR 上 的 nxn 矩阵 代数 24,(R)、 
当 玉 = 及 ,nm > 1 时 这 是 一 个 典型 的 韭 交换 环 . 

ii) 对 任 一 环 R 可 以 定义 R 上 的 多 项 式 代 数 RIz], 它 由 所 有 以 

民 的 元 为 系数 的 多 项 式 组 成 . 若 RR 是 交换 的 , 则 RIz] 也 是 交换 的 ， 
”还 可 以 定义 多 个 变 元 的 多 项 式 环 ， 次数 、 常 数 项 、 首 一 多 项 式 、 不 
可 约 多 项 式 、 零 点 等 术语 都 可 以 用 于 RIz]. 用 归纳 法 我 们 可 以 在 RR 
上 建立 多 个 变 元 的 多 项 式 代 数 . 

iii) 定义 一 个 (于 交换 ) 要 代数 忆 如 下 作为 展 -线性 空间 ，Q@ 具 
有 基 {11.2; 7 大 } 日 2 和 1k,jk= -hj=i. 
ki = 二 一 i 二 j.Q 称 作 展 上 的 四 元 数 代 数 . 不 礁 验 证 @ 是 一 个 体 
(习题 2 中 的 说) 

对 任 一 R- 代 数 R' 及 任 一 元 ae R', 存在 唯一 的 R- 代 数 同 仿 
f :Riz] 一 R' 使 得 f(x) = a. 这 称 作 多 项 式 代数 的 没 性 

例 1.3 在 交换 环 R 上 可 以 (用 拉 普 斯 展开 定义 行列 式 ， 
机 4= (ai 站 为 刀 上 的 部 x7n 生 阵 ( 人 > 1). 4 为 4 的 (7)- 代 

数 余 子 式 ， 则 det(4;)) = (det A)"-1. 正明 很 全 间 若 情 = 包厢 
aij 二 Xij 为 独立 变 元 , 这 是 线性 代数 中 熟知 的 全 等 式 ; 任意 月 部 是 
Z- 人 代数， 由 多 元 多 项 式 代 数 的 泛 性 ， 存 在 Z- 代 数 同 态 f :Zlzxijll < 
i,j 之 nn 一 R 使 得 f(x;j) = 二 =a;j; (1 i7 nn). 这 就 给 出 R 中 的 等 
式 det(A;j;) = (det A)”-1. 

发 民 为 有 单位 元 的 父 换 环 ，a € R. 若 存 在 5<E 玉 使 得 ob= 1 
则 称 a 为 R 的 单位 : 车 a 关 0 有 目 存 在 非 瞧 天 bE R 使 ab = 0. 则 称 
a 为 R 的 零 因子 : 特别 地 ， 车 a 关 0 但 存在 下 整数 n 使 a” = 0. 则 
称 a 足 知 零 的 , (参看 例 1.1 中 的 记 ). ) 若 主 中 没有 八 因 子午 1 关 0. 


则 称 BR 为 整 环 . 此 时 我 们 可 以 把 R 按 如 下 方法 内 入 一 个 域 KK. 在 
集合 Rx (RR 一 {0}) 中 定义 一 个 关系 ~: (7,s) ~ (7 s) 当 且 仅 当 
rs' 二 ,5s7', 易 见 ~ 是 一 个 等 价 关 系 . 令 玉 = Rx (R 一 {0))/ ~ 则 
不 难 验 证 RR 的 环 结 构 诱导 K 的 一 个 域 结构 ， 击 7 嘻 (7,1) 将 忆 等 
同 于 大 的 一 个 子 环 ， 使 得 天 的 元 都 是 及 中 元 的 商 . 我 们 称 五 为 
R 的 商 域 , 记 为 天 = qf.(R). 


2. 理 想 


设 f : 呈 一 R' 为 环 同人 态 , 则 了 的 核 T= ker(f)= {a€ RIlf(a) = 
0} 为 R 的 加 法 子 群 ， 且 满足 

(*) 对 任意 rE R,aE€E7T 都 有 ar,ra€l. 
满足 (*) 的 加 法 子 群 TC RR 称 为 RR 的 理想. (更 一 般 地 ， 若 对 任意 
rE R,a E17 都 有 raeT. 则 称 了 为 左 理 想 ,类似 地 可 以 定义 右 理想 
z 

设 了 为 环 R 的 理想 ， 则 易 见 加 法 商 群 R/T 具有 诱导 的 环 结 
构 (e+ 了 工 与 + 的 积 为 ab 十 了 ), 称 作 己 模 工 的 剩余 类 环 ， 投射 
p: 尺 一 RAT (p(r) =r+7) 是 环 的 满 同 态 (从 而 可 以 将 R/T 看 作 一 
个 R- 代 数 ), 且 显然 ker(p) = 了. 若 了 是 同 态 f:R 一 R' 的 核 则 / 
诱导 一 个 单 同 态 R/T 路 R'. 

以 下 设 RR 为 有 单位 元 的 交换 环 ， 车 1, J 为 R 的 理想 ， 则 了 + 
JJ,INJ 和 (1: J)= {a& RlaJ CT} 都 是 R 的 理想 .包含 一 个 
子 集 SC R 的 所 有 理想 的 交 是 一 个 理想 ， 称 作 S 生成 的 理想 ， 记 
作 (5). 作为 一 个 加 法 群 ，(S) 由 所 有 rs (7 € R,s € S$S) 生成 . 

一 个 理想 P G R 称 作 素 理想 , 如 果 RR/P 是 整 环 ， 称 作 极 大 
理想 , 如 果 R 中 除 R 和 PP 外 没有 包含 已 的 理想 ， 易 见 一 个 理想 
7 是 极 大 的 当 且 仅 当 R/T 只 有 两 个 理想 R/T 与 0, 换言之 R/T 是 
域 ， 故 极 大 理想 都 是 素 理想 . 记 Spec(R) 为 R 中 素 理 想 全 体 的 集 
合 ， 称 为 RR 的 诸 . 茶 4 也 是 有 单位 元 的 交换 环 且 上: 尽 一 4 为 同 
念 ， 则 对 任意 理想 TC 4. 4-!1(1) 为 R 的 理想 县 f 诱导 单 射 同 
态 R/T1(T) 嘻 AT:; 特别 地 ， 车 了 为 素 理想 ， 则 R/f-1(7) 是 整 环 


(因为 它 同 构 于 整 环 4/7 的 子 环 ). 即 三 -人 ( 门 为 素 理想 ， 故 f 诱导 
映射 
f :Spec(A) — Spec(R) 


Po {7 (P) 


车 a € R 不 是 单位 ， 则 由 体 恩 引 理 存在 极 大 理想 包含 a. 

一 个 元 ae R 称 为 素 的 , 如 果 (a) 是 素 理想 . 若 RR 为 整 环 且 
每 个 非 零 非 单位 元 都 能 分 解 成 素 元 素 的 积 ， 则 称 RR 为 唯一 因子 分 
解 整 环 (简称 UFD). 车 是 整 环 且 每 个 理想 都 是 由 一 个 元 素 生 成 
的 ， 则 称 五 为 主 理想 环 (简称 PID), 例如 忆 和 任 一 域 天 上 的 多 项 
式 环 KK[z] 都 是 主 理想 环 . 任 一 PID 都 是 UFD (见习 题 正 .1). 

以 下 引 理 的 一 个 直接 推论 是 乙 或 任意 域 上 任意 多 个 变 元 的 多 
-项 式 代数 为 UFD. 

引 理 2.1 ( 访 斯 定 埋 ) 者 为 UFD, 则 R[x] 亦 然 . 

证 ， 今 玉 二 qf.(R), 则 RIz] 可 以 看 作 天 [z] 的 子 环 . 我 们 先 

来 证 明 ， R[x] 中 的 素 元 为 所 有 RR 中 的 素 元 及 所 有 在 五 jz 中 不 可 
约 的 多 项 式 ， 其 系数 的 最 大 公 因 子 为 1. 
: 车 a € R, 则 Riz]/aRIz]| 空 R/aRIz], 故 a 在 RIxi 中 是 素 的 当 且 
仅 当 它 在 RR 中 是 素 的 . 设 f & RIzx] 是 素 的 且 次 数 > 0. 易 见 了 的 系 
数 不 能 有 公共 素 因 子 ; 着 f 在 [x] 中 可 分 解 ，f = gh (g,h € Kl[z), 
且 次 数 小 于 ff 的 次 数 ). 可 取 a.be€ R--{0}) 使 得 ag,bh € RIzj, 从 而 
在 Rizj 中 有 abf = ago, 而 因 了 是 素 的 ，ag 或 六 在 (中 ,这 
是 不 可 能 的 . 反之 ,车 了 在 五 fz] 中 不 可 约 且 其 系数 的 最 大 公 因 子 
为 1 则 对 任意 g,h € Rizj 使 得 gh € (了 ), g,h 中 必 有 一 个 在 天 [z 
中 能 被 f 整除 ， 不 妨 设 (在 五 [z] 中 ) flg. 于 是 存在 a€E RR 一 {0} 及 
91 € RIz| 使 得 ag = fgi. 由 于 f 的 系数 的 最 大 公 因 子 为 1, a 的 任 
一 各 因子 必 为 g 的 系数 的 公 因 子 ， 故 由 归纳 法 可 将 a 约 化 为 1. 即 
9gE ( 力 . 因而 了 是 素 的 . 

对 于 8lzj 中 的 任 一 元 f. 先 将 它 在 A[x] 中 分 解 成 不 可 约 多 项 . 
式 的 积 ， 从 商人 oj = 访 : 其 中 ae 下 -人 0 面 广 ,< 


.4. 


Rizj 为 次 数 > 0 的 素 元 ， 不 难得 到 alb, 从 而 f 可 以 分 解 成 素 因 子 
的 积 . 证 毕 . 


3. 模 


一 个 环 RR 上 的 模 (或 称 为 一 个 有 RE- 模 ) 是 一 个 阿 贝尔 加 群 MM, 带 
有 一 个 RR 的 作用 , 即 一 个 映射 


RxM-—M 


(r,m) rm 


满足 下 述 条 件 : 

i) (r+ rm = rm++rm, r(mt+ m) = rm 二 + rm’ (分 配 律 ); 

ii) (rr )m = r(r'm): 
车 讨论 有 单位 元 的 环 ， 则 我 们 还 要 求 

iii) 1m = m. 

可 以 将 RE- 模 A 看 作 一 个 带 有 算 子 区 R 的 阿 贝尔 加 法 群 *, 由 
此 就 不 难 定义 R- 子 模 (在 没有 疑问 时 简称 子 模 ) 和 商 模 、 R- 模 的 
R- 同 态 (在 没有 疑问 时 简称 同 态 ) 与 同 构 、R- 模 的 直 和 与 直 积 等 ， 
并 可 应 用 群 论 的 同 构 定理 等 ， 任 意 多 个 RR (作为 R- 模 ) 的 拷贝 的 一 
个 直 和 称 为 一 个 自由 R- 模 ，n 个 RR 的 拷贝 的 直 和 记 为 Re”. 


注 3.1 寿 RR 不 是 交换 环 ， 我们 常 把 上 面 定义 的 模 称 为 R- 左 


模 , 而 若 在 定义 中 将 ii 改 为 (rr )m = (rr 则 所 定义 的 模 称 为 
玉 - 右 模 (此 时 常 将 rm 改 记 为 mr). 例如 瑟 中 的 左 理想 为 左 模 而 右 
理想 为 右 模 . 

例 3.1 i) 任 一 理想 TC RR 可 以 看 作 RR 横 

i) 任意 RE- 代 数 4 具有 R- 模 结构 ， 而 且 任 意 4- 模 也 可 以 看 作 

R- 模 . 特别 地 ， 对 任意 理想 TC R. R/T 为 R- 模 . 

iii) 设 M,N 为 R- 模 ，- 记 Homg(M,N) 为 所 有 从 1 到 的 
RR- 同 态 的 集合 , 则 玉 omgk(M1,N) 具有 阿 贝 尔 加 群 结构 ; 而 当 RR 为 交 


* 不 了 解 带 算 子 的 群 的 读 必 可 参看 附录 A、 


i 


换 环 时 五 omR(UN) 具有 R- 模 结构 (对 re€ER. fe Honmap(M.N). 
mE MM 人 令 (rf}j(m) = rf(m)). Endp(1) = Homp(h.A) 具有 
R- 代 数 结构 (这 是 例 1.2.i) 的 推广 ). 

注意 有 限 多 个 R- 模 的 直 和 与 直 积 是 同 构 的 ， 但 无 究 多 个 R- 模 
则 不 然 , 例如 可 数 多 个 R- 寞 1, M2,.… 的 直 积 为 序列 的 集合 A = 
TAf; = {(ai;az,…)lai; ee AM; Vij}, 而 它们 的 直 和 BD Mf; 为 A 中 


所 有 只 有 有 限 多 个 非 零 分 量 的 序列 组 成 的 子 集 ， 像 这 样 给 出 结构 
的 定义 称 作 “ 内 在 的 ” 定义 ,我们 可 以 给 直 和 与 直 积 以 “外 在 的 ” 
( 即 通过 与 其 他 R- 模 的 关系 ) 定义 如 下 ， 设 对 = {Mili € 了 为 一 
族 R- 模 ， 其 中 了 为 指标 集 ， 则 9% 中 模 的 直 和 是 一 个 R- 模 Af. 带 
有 同 态 fi : ML; 一 A (i € 71). 使 得 对 任 一 R- 模 M' 及 任意 同 态 
所: Afi 一 JM' (i EE 了), 存 在 唯一 的 同 态 0 :Mf 一 AJ' 使 得 f/ = $0 
(i &€ 7); 而 M 中 模 的 直 积 是 一 个 R- 模 N, 带 有 同 仿 gi : N 二 Mi 
(i € 1), 使 得 对 任 一 R- 模 N' 及 任意 同 态 9! : N' 一 Mi (ieE 了), 丰 
在 唯一 的 同 态 几 : N' 一 入 使 得 gi; = gi; ow (ieE 7 了 ). 这 些 分 别 是 直 
和 与 直 积 的 “ 泛 性 ”. 

设 1 : M 一 NN 为 R- 模 同 态 ， 则 其 核 K = ker(f) = {m Ee 
Mf(m) = 0} 也 具有 泛 性 : 令 i : 太一 M 为 包含 映射 ， 对 任意 
R- 模 K' 及 任意 同 态 g : K' 一 M, 车 fog = 0, 则 存在 唯一 同 态 
9 : K' 一 KK 使 得 g=io9. 这 也 给 出 核 的 外 在 定义 . 我 们 有 一 申 同 
A 


OK SMAN 
其 中 i 是 单 射 且 ker(f) = im(i), 这 样 的 一 申 同 态 称 作 一 个 左 正 合 
列 . 类 似 地 ， 称 C = NN/f(M) 为 了 的 余 核 . 我 们 有 右 正 合 列 Af 一 
NN 一 CC 一 0, 且 余 核 也 有 泛 性 ， 可 用 作 外 看 定义. 
更 一 般 地 ， 一 串 R- 模 同 态 
3 


称 作 一 个 复 形 . 如 果 对 所 有 nn 部 有 fof-1 = 0; 称 作 一 个 正 合 列 ， 
如 果 对 所 有 部 有 ker( 廊 ) = im(f,01). 一 个 下 合 列 0 二 7 一 


.6. 


M 一 37 一 0 称 作 一 个 短 正 合 列 , 它 相当 于 M' 是 M 的 子 模 且 
Ms M/A 
各 
0 全力 太 允 NI (1) 


是 一 个 左 正 合 列 ， 则 对 任 一 hR 模 M 有 ( 阿 贝 尔 群 的 ) 左 正 合 列 
0 一 Homa(M,. 人 fs Homan(M,N) SS Homr(M,N"”) (2) 


其 中 fi 的 定义 为 (9) = fo9, gx 的 定义 类 似 . 理由 很 简单 ， 因为 
f (或 者 说 M') 是 g 的 核 ， 由 核 的 演 性 ， 对 任 一 EE Homar(M,N)，, 
若 go = go) = 0 则 存在 唯一 的 be 万 omp(M,N) 使 得 
y= fo9== 了 (9), 这 (由 外 在 定义 ) 正好 说 明 六 是 g, 的 核 ， 或 者 
说 (2) 是 左 正 合 的 ， 实 际 上 我 们 说 明了 ， (1) 是 左 正 合 当 且 仅 当 对 
任意 R- 模 M, (2) 是 ( 阿 贝 尔 加 群 的 ) 左 正 合 列 . 

象 这 样 的 论证 几乎 是 同 义 反复 , 它 只 是 把 定义 换个 说 法 而 已 
我 们 把 这 样 的 论证 称 作 抽象 废话 . 最 典型 的 抽象 废话 是 外 在 定义 的 
瞧 一 性 ， 例 如 对 R- 模 的 一 个 RE- 同 态 f:M 一 NN, 若 i:K 一 M 和 
i :KK' 一 M 都 是 f 的 外 在 意义 下 的 核 ( 即 满足 泛 性 ), 则 存在 唯一 
的 RR- 同 构 $ :KK' 一 KK 使 得 ?=2o9. 

类 似 地 ， 若 

NBANSN’ 0 (3) 


是 一 列 R- 模 同 态 ， 则 由 抽象 废话 ， (3) 是 右 正 合 当 且 仅 当 对 任 一 
R- 模 1 ,下列 ( 阿 贝尔 群 的 ) 同 态 列 为 左 正 合 


0 全 Homag(N", M) S$ Homg(N, M) 全 Homa(N',M) (4) 


其 中 f*(6) = 9 of, 等 等 ， 总而言之 ， 我 们 有 

引 理 3.1 一 个 R- 模 同 态 列 (1) 是 左 正 合 的 当 且 仅 当 对 任意 R- 
模 A, (2) 是 ( 阿 贝尔 群 的 ) 左 正 合 列 ， 类 似 地 ， 一 个 R 模 同 态 列 
(3) 是 右 正 合 的 当 且 仅 当 对 任意 RR 模 37. (4) 是 ( 阿 贝尔 群 的 ) 左下 
合 列 / 
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注意 即使 在 (1) 中 9 是 满 射 ， (2) 中 的 9, 也 未 必 是 满 射 . 具体 
地 说 , 一 个 R- 同 态 6:M 一 NN" 未 必 能 提升 成 到 六 的 同 态 .， 例 
如 当 呈 = 2,g 为 投射 ZZ 一 2Z/2Z 时 ,0 = id :2Z/2Z 一 2] 2 和 就 不 能 
提升 成 Z/2Z 到 了 的 同 态 ,但 如 果 寻 是 自由 模 (例如 Af = RS”)， 
则 当 9 为 满 射 时 g. 必 为 满 射 (注意 HomR(M.N) S 兰 N ,在 一 般 
情形 g, 等 于 一 些 9 的 找 内 的 直 积 )， 更 一 般 地 ， 一 个 RR- 模 Mf 称 
为 投射 的 , 如 果 对 任意 满 同 态 9 : N 一 ,诱导 的 ( 阿 贝尔 群 ) 同 
态 9 : HomR(M,N) -> Homr(M,N"”) 都 是 满 射 .不 难 验 证 一 个 
R- 模 M 是 投射 模 当 且 仅 当 存 在 R- 模 7 使 得 M@M' 同 构 于 一 个 
自由 模 : 车 FF = M 6& M' 是 自由 模 ， 则 对 任 一 满 同 态 g:N 一 入" 
有 HomR(F.N) 二» HomrR(FN"), 故 由 


Homa(F,N) ¥ Homa(M, N)E Homa(M',N) 


易 见 Homr(M.N) 一 Homa(M,N"); 反之 ,车 M 是 投射 模 ， 取 
自由 模 F 使 得 存在 满 同 坊 9 :FF -> A, 则 由 投射 模 的 定义 存在 同 
态 六 :ff 一 下 使 得 go 六 = ida1, 由 此 可 见 FF = h(M) 十 ker(g) 衬 
Af 和 ker(9). 我 们 将 看 到 投射 模 不 一 定 是 自由 的 ( 例 VE.1.2). 

类 似 地 ， 即 使 在 (3) 中 f 是 单 射 ， (4) 中 的 广 也 未 必 是 满 
射 ， 具 体 地 说 ， 一 个 R- 同 态 8: M' 一 六 未 必 能 扩张 成 好 到 六 
的 同 态 ， 例 如 当 R = 2Z, f = 2. :有 Z 一 2Z, 4 为 投 对 2Z 一 2/2Z 
时 ， 不 存在 岁 :Z 一 Z/2Z 使 得 @ = wof. 一 个 R- 模 ;Mf 称 为 内 
射 的 , 如 果 对 任意 单 同 态 f : NN’ NN, 诱导 的 ( 阿 贝 尔 群 ) 同 态 
f°: Homp(N,A) 一 Homra(N'.M) 都 是 满 射 . 若 R = 2, 不 难 验 
证 A 是 单 射 模 当 且 仅 当 计 作为 阿 贝 尔 加 群 是 可 除 的 (对 充分 性 
的 证 明 需 要 用 超 限 归纳 法 ). 我 们 将 看 到 对 -- 般 的 R 如 何 构造 内 射 
R- 模 ( 见 例 VL.1.3). 

一 个 R- 模 同人 态 的 图 ( 稍 头 图 ) 


4 -一 >》 B 


称 为 交换 的 , 如 果 goe = ho fj. 更 一 般 地 ， 一 个 箭头 图 称 为 交换 
的 ， 如 果 其 中 每 个 形 如 (5) 的 图 都 是 交换 的 . 
引 理 3.2 ( 蛇 形 引 理 ) 设 有 RR- 模 的 交换 图 


OM -2 MM" 0 


pr 8 


0 人 N' -2 NN — > N"- 0 
其 中 的 行 都 是 正 合 的 ， 则 有 长 正 合 列 


0 一 ker(f') 一 ker(f) 一 ker( 伍 coker(y ) 一 


一 coker(f) 一 coker(f")—0 


(7) 


证 .将 (6) 扩大 成 下 面 的 交换 图 : 


0 一 ker(f’) 一 一》 ker(f) — ker(f") 


| |; Ir (8) 


0 N’ -2 N 2 N” J0 


coker(f’) —S—> coker(f) 一 2 coker( jp) 一 0 


其 中 go 是 这 样 定 义 的 : 对 任意 mm € ker(j), f(g91(m)) = 92(F(m)) = 
0, 故 gi(m) E ker(f). 这 样 f 在 ker(f') 上 的 限制 就 诱导 go : 
ker( 户 ) 一 ker(f). ho,g9s 和 hs 的 定义 类 似 ， 

设 工 为 任 一 R- 模 而 6:L 一 ker(f) 为 RR- 同 态 使 得 hoo9 = 0. 
则 有 hi ozobg=0. 由 于 M' = ker(j), 存在 唯一 的 :上 一 Af 
使 得 gow =io9. 因为 ggcf'ow=fogow=foio@=0 


而 9g2 是 单 射 ， 有 fow = 0. 故 存在 唯一 的 乙 : 工 一 ker(f') 使 得 


= -pf 
i ow 二 如 ,于 大 
9 ff } -ff 。 
togootf 一 01 1 ow go =1009 


由 于 i 是 单 射 , 我 们 有 9%e = 2. 由 核 的 外 在 定义 我 们 有 ker(f) 对 
ker(ho), 或 者 说 0 一 ker(f') 一 ker(f) 一 ker(f”) 是 左 正 合 的 .类似 
地 可 以 证 明 coker(f 一 coker(f) 一 coker(f”) 一 0 是 右 正 合 的 . 

现在 我 们 来 定义 (7) 中 的 6. 设 m € ker(f"). 则 因 hi 是 满 射 ， 
存在 me MM 使 得 An) =m 我 们 有 hz(f(m)) = (hi(m')) = 
fm)= 二 0, 故 (meEN. 今 6(m) =7(f(m)). 我 们 首先 验证 这 样 
定义 的 6(m) 与 m’ 的 选择 无 关 ， 若 mv E M 使 得 加 (m=m, 则 
nm 一 EE AZ', 散 六 (1(n)) 二 0,7(f(m2)) 二 7(f(m)). 不 难 验 
证 6 是 有 R 同 态 ， 此 外 显然 gejpuo = 0. 另 一 方面 ,在 6(m) = 0, 则 和 存 
在 neE-TY 使 得 三 mm = fm) 令 n=m 一 nn, 则 hi(m")=m 且 
fm ) = 二 0, 即 m”e€ ker(f). 这 说 明 (7) 在 ker(f”) 处 是 正 合 的 . 类 
似 地 可 以 证 明 (7) 在 coker( 了 ) 处 正 合 ， 因 而 是 正 合 列 ， 证 毕 ， 

上 而 最 后 一 段 中 的 论证 方法 称 为 图 跟 味 . 


习 题 
a.be 时 证 明 存在 民 - 代 数 同 构 工 


、 加 a b&b 

1 议 工 二 { (5 2 

2. 设 避 为 到 上 的 四 元 数 代 数 . 

1) 对 任 一 元 QQ = al 十 aa 十 as 二 akEQG (ai,a2.a3,d4 € RR), 
令 6 = al 一 Qazi 一 a3j 一 ak ( 称 为 aa 的 共 轿 元 ). |lal* = ad 
G0 二 a? 十 3 十 3 十 3， 蛤 证 对 任意 a.3 EQ 有 a3 = 36. 从 而 
la37 = |al |32. 

ii) 证 明 @ 是 可 除 环 ( 即 体 ) 

ii) 议 了 = 人 加 “ ia.b C c} 其 中 & 为 a 的 复 打 力 ， 证 

| 
由 工 癌 构 - 扩 圈 天数 环 . 


3, 设 恨 -代数 4 为 有 限 秩 的 (中 A 作为 民 - 线 性 空间 是 有 限 维 
的 ). 假设 对 任意 rnE 及 及 ae4 有 ra=ar. 若 4 无 委 因 子 , 则 4 
同 构 于 及, C 或 四 元 数 代 数 . 按 下 列 步 最 证 明 这 一 事实 ， 

i) 车 a € 4 一 展 , 则 民 [a] 兰 C. (提示 若 dims(R[a]) = n, 则 
1,Q,Qa*,… ,Qa" 在 民 上 线性 无 关 . ) 

ii) 若 aEA- 民 而 8 € A 一 RRlaj, 则 有 民 la,B] 辣 构 于 四 元 数 
代数 . (提示 ; 取 i € 民 [a] 与 JeRRI9] 使 得 这 = 六 = -1 证 明 
订 十 jiE 有 R, 且 | 十 庆 <2. 设 7 = ait+bj,a,be 有 R. 取 a,b 使 得 
j=-1 有 i= -i.) 

诈 ) 车 存在 a Ee 4 一 民 及 8 € 4 一 Riaj, 则 Rla,p B] = A. (参看 
ii) 的 提示 . ) 

4. 证 明 : 一 个 环 中 的 任意 多 个 子 环 的 交 仍 是 子 环 . 设 户 为 瑟 
的 扩 环 ， 则 对 任意 子 集 SC R' 可 以 定义 5S 在 R 上 楷 生 成 的 扩 环 
RIS| 为 R' 中 包含 R 和 5S 的 所 有 环 的 交 ， 它 由 所 有 元 rst sh 
(7 € R,s1,… ,sn € 5) 的 有 限 和 组 成 ， 

5. 设 且 为 有 单位 元 的 交换 环 ，A 为 R 上 的 nn 阶 方 了 省 ，I 为 R 
上 的 n 阶 单位 阵 . 令 xa(z) = det(zI-A)e Rizl. 证 明 xa(4)=0， 
(提示 参看 例 1.3. ) : 

6. 证 明 有 限 的 整 环 必 为 域 ( 故 其 元 素 个 数 为 素数 ). 
7. 设 了 为 Z[z] 中 由 5 和 z2 十 2 生成 的 理想 ， 证 明了 是 极 大 


8. 设 R= {a 十 bila,be 2Z}. 其 中 这 = 一 1. 

i) 证 明 对 任意 a, 8 € R, 6 关 0, 存在 7E 玉 使 得 le-76l< 13| 
(提示 : 对 了 oS eR 30, 令 $=a+tbi,a,beQ. 取 m,neZz 
使 得 la 一 m| < a, bn|l<:, 且 令 yY=m 二 ni.) 

ii) 证 明 情 是 PID. 

9*， 设 玉 为 整 环 ， 一 个 非 单位 非 零 元 ae R 称 作 不 可 约 的 
(或 不 可 分 解 的 ). 如 果 它 不 等 于 两 个 非 单位 的 积 ， 一 个 非 零 元 > € 
RR 称 作 可 唯一 分 解 的 . 如 果 它 可 以 分 解 为 不 可 鸭 元 的 积 只 ， 且 知 ”三 
aan 二 上 .by 为 这 样 两 个 分 解 ， 则 有 m = n. 县 在 适当 改变 
bp 的 次 序 后 月 oj = bic; (1 之 i <n). 其 中 性 ; 为 单位 . 


证 明 RR 为 UFD 当 且 仅 当 R 的 每 个 非 零 元 都 是 可 了 唯一 分 解 
的 ， 且 此 时 一 个 元 是 素 的 当 且 仅 当 它 是 不 可 约 的 . : 

10. 设 关 为 域 . 证 明 (z? 十 好 十 2*) 是 多 项 式 环 R[z.z 3 中 的 

11. 设 0= Mo 为 41 仿 .人 5! WY =0 为 R- 模 正 合 列 ， 证 
明 : 

i) 存在 短 正 合 列 0 一 ker( 户 ) 一 41 一 ker(fi1n) 一 0(0<i< 
| 

i) 若 R 为 体 页 Mi 为 RR 上 的 d; 维 线性 空间 (0 < i < nn), 则 

Pn 一 人 十 da 十 

12. 设 

(0) 0 一 1 号 MA 0 

为 R- 模 短 正 合 列 . 我 们 说 (*) 分 月 , 如 果 存 在 同 构 户 :4 宕 号 3 
使 得 在 此 等 价 之 下 f 为 到 第 一 个 因子 的 包含 映射 而 g 为 到 第 二 个 
因子 的 投射 . 一 个 f 的 分 拆 指 的 是 一 个 ER- 模 同 人 态 6:AM 一 人 "使 
得 8of =idy'; 一 个 g 的 分 拆 指 的 是 一 个 ER- 模 同 态 写 :MM 一 A" 
使 得 go» = idazw. 证 明 


(*) 分 异 全 具有 分 拆 伟 g 具有 分 拆 


13. 证 明 “5- 引 理 ”: 设 R 为 环 ， 假设 有 一 个 RR- 模 交 换 图 : 


5 FE EE A —— > Mi 


jn = | | > | le 


Ny NN NN 


其 中 fo 7 为 同 构 ， 记 为 满 射 ， 而 万 为 单 轩 . 则 为 同 鬼 ， 
(提示 ， 这 是 蛇 形 引 理 的 一 个 推论 ， 但 也 可 直接 证 明 ，) 
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14. 证 明 “9- 引 理 ”: 设 已 为 环 . 假设 有 一 个 R- 模 交换 图 : 
0 
MM 一 一 一 A 一 一 一 M3— 0 


| | | 


OM 一 人 Ms 一 一 一 M6e—0 


Mr 一 二 Na 一 一 Mo 
0 0 
其 中 的 行 和 列 都 是 正 合 的 ， 则 f 为 单 射 当 且 仅 当 g 为 单 射 
15*， 证明 (加 强 的 ) Schanuel 引 理 ， 设 P,P' 为 投射 RR- 模 ， 
K CP,K'’CP' 为 子 模 . 若 有 P/K 全 P'/K', 则 存在 Pe@P’' 的 自 
同 构 6 使 得 $(K 全 已 ) 二 Pe@K', 特 别 地 有 K@P'P@K.. 
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开 . 整 性 


本 章 中 讨论 的 环 都 是 有 单位 元 的 交换 环 . 


1. 整 元 与 整 扩张 


定义 1.1 设 环 4 为 环 R 的 一 个 扩 环 ， 对 任 一 a € 4, 若 存在 
首 一 多 项 式 f(z) € RIz] 使 得 f(a) = 0, 则 称 & 在 RR 上 是 整 的 . 对 
4 的 任 一 子 集 5, 若 $S 的 所 有 元 在 RR 上 都 是 整 的 ， 则 称 S 在 RR 上 
是 整 的 . 

注意 当 4 为 整 环 时 , 车 a€E 4 在 RR 上 是 整 的 , 则 a 在 RR 上 是 
代数 的 ( 即 a 在 天 =q.f.(R) 上 是 代数 的 ). 

例 1.1 下 列 事 实 是 显然 的 : 

i) 车 R 为 域 ， 则 a€ A 在 R 上 是 整 的 当 且 仪 当 a 在 R 上 是 
代数 的 ; 

ii 有 C4 存 到 上 是 整 的 ; 

ii) 若 RR 为 整 环 且 ae 4 在 玉 上 是 代数 的 ， 则 存在 如 中 的 非 
零 元 素 > 使 得 ra 在 R 上 是 整 的 . : 

例 1.2 设 R= 2Z. f(r) € Zlzx| 为 首 一 多 项 式 ， 而 acEdC 为 
f(z) 的 一 个 根 ， 则 a 在 马上 是 整 的 ( 称 作 一 个 代数 整数 ). 例如 V2 
和 一 tx 是 代数 整数 . 

整 性 的 一 个 判别 准则 是 

引 理 1.1 一 个 元 素 a€E 4 在 R 上 是 整 的 当 且 仅 当 4 中 存在 
一 个 有 限 生 成 的 屎 - 子 横 A > R. 使 得 as CAI. 

证 . 若 aos4 存 及 上 是 整 的 , 不 妨 设 a”*++ria" 一 十 :十 rn 二 0， 
可 令 为 由 1ao2 sa 生成 的 尼子 模 ， 显 然 aM CA. 

反之 , 阁 必 DR 为 A 中 有 限 生 成 的 非 坊 RR- 子 模 使 得 ahf EC AL 
取 A 的 一 组 R- 生 成 元 mn 则 存在 ri ER(lT<ij<n) 
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使 得 


ai = THM 十 Ti2ma2 十 … 十 Tin7an (1 <i<n) 
令 
炒 一 三 11 一 大 12 a —T1n 
—T21 一 roo = —Toy 
f= 
"nl Tn2 Tnn 


由 线性 代数 (参看 例 I1.3) 可 知 f(a)mi = 0(1<i<n), 故 f(a)M = 
0, 特别 地 有 f(a) :1 = f(a) = 0. 由 于 了 是 首 一 多 项 式 ， 这 说 明 a 
在 RR 上 是 整 的 . 证 毕 . 

命题 1.1 若 a,bE 4 在 R 上 都 是 整 的 ， 则 a 二 b,abe 4 在 RR 
上 也 是 整 的 . 

证 . 不 妨 设 f(a) = g(b) = 0, 其 中 f,g € RIz] 分 别 为 m,n 次 首 
一 多 项 式 . 令 M 为 由 所 有 aiti (0 <i<m,0 <j<n) 生成 的 R 子 
模 ， 则 显然 aM C WM,bM C M. 于 是 (a+oMC MapoAM C AM， 
厦 由 引 理 1.1 知 a+5 各 ab 在 RR 上 是 整 的 . 证 毕 . 

推论 1.1 设 B= {ae Ahla 在 RR 上 是 整 的 }, 则 8 是 4 的 子 
环 ， 

我 们 将 称 B 为 R 在 4 中 的 整 闭 包 . 车 RR 是 域 , 则 B 是 R 在 
4 中 的 代数 闵 包 ， 即 4 中 所 有 在 R 上 代数 的 元 组 成 的 子 环 ， 

推论 1.2 车 ae 44 在 RR 上 是 整 的 ， 则 Ral 在 R 上 是 整 的 . 

命题 1.2 设 Flz) =zn+alizn 一 1 十 .十 GE 4[zj, 而 aec4 满 
是 f(a) =0. 车 aq,…,an 在 RR 上 是 整 的 ， 则 a 在 R 上 是 整 的 . 

z 证 . 令 M 为 由 所 有 a,a1,… ,an 的 单项 式 生成 的 R- 子 模 ， 则 
易 见 M 是 有 限 生 成 的 且 aMM C M. 故 由 引 理 1.1 知 a 在 R 上 是 整 
的 . 证 毕 . 

推论 1.3 设 BD 4D RR 为 环 扩 张 其 中 A 在 R 上 是 整 的 . 
则 任 一 元 a EE B 在 R 上 是 整 的 当 且 仅 当 它 在 4 上 是 整 的 . 特别 
地 ， 帮 在 A 上 是 整 的 ， 则 它 在 R 上 是 整 的 (这 称 作 “ 整 性 的 传 


2. 整 闭 性 


定义 2.1 设 及 是 整 环 ，A ==qf.(R). 车 情 在 玉 中 的 整 财 包 
为 R 本身 ， 则 称 RR 是 整 闭 的 . 

例 2.1 ZIvV-3] 不 是 整 闭 的 ， 因 为 = 二 #4 ZIV- 引 在 Z 上 
是 整 的 ， 我 们 来 证 明 RR = ZE 是 UFD, 从 而 出 下 而 的 命题 
2.1 可 知 丸 是 整 朵 的， 

对 任意 a = a 二 Dv 一 3 E QIv 一 3 | (a.b CE OY). 取 qo.V0 EZ 使 
< 了. 则 有 la 一 ao 一 bov~3| < 1. 且 等 号 仅 当 
la 一 aoj = 上 一 bp| = 时 成 立 ， 而 此 时 a e R. 由 此 可 见 在 任何 情 
况 下 都 存在 Y€ R 使 得 Ia->Y|<1. 

车 a,35€R 且 0<|8|<l|al, 则 可 取 YER 使 得 | 人 $$ 一 Yi<1, 
即 la 一 3y| < | 人 引 . 故 在 RR 中 可 以 作 轧 转 相 除法 ， 因 市 R 中 任意 两 
个 元 有 最 大 公 因 子 ， 这 说 明 RR 是 UFD (参看 习题 1.9). 

例 2.2 设 为 整 环 ，KK =q.f.(R), R? 为 及 在 KK 中 的 整 财 
包 , 则 R? 是 整 闭 的 . 更 一 般 地 , 若 工 2 大 为 任意 域 扩 张 , 则 R 在 
L 中 的 整 闭 包 4 是 整 闭 的 (因为 任 一 元 a E 工 在 4 上 是 整 的 当 且 
仅 当 它 在 RR 上 是 整 的 ， 即 € 4). 

命题 2.1 任 一 UFD 是 整 闭 的 . 

证 . 设 尽 为 UFD, K =qf.(R). 设 aEK 在 RR 上 是 整 的 ， 明 
确 地 说 


得 la 一 a0|， 5 一 bol 


a 十 cia™i 十 .… :十 cy， 一 0 (cl Cn CE R) (1) 
取 折 素 的 元 .se RR 使 得 a 二: 代入 (1) 式 得 


pr 一 s(—c"-! car?2s cC，572 一 ]) (2) 


rr 


车 t 是 s 的 素 因子 ， 则 由 (2) 式 tr, 故 t 和 7. 与 ms 所 素 的 假设 巴 
盾 ， 这 说 明 s 是 单位 ， 故 ae R. 证 毕 . 
由 此 可 知 PID 都 是 整 浆 的 (参看 习题 正 .1)， 
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命题 2.2 设 RIz| 为 整 环 R 上 的 多 项 式 环 ， KK =q.f.(R). 则 
a €E K(x) 在 RIz| 上 是 整 的 当 且 仅 当 a € K[zx] 且 a 的 每 个 系数 在 
R 上 是 整 的 . 特别 地 ， 车 环 RR 是 整 闭 的 ， 则 RIz] 也 是 整 困 的 . 

证 .充分 性 是 显然 的 ， 我 们 来 证 必要 性 . 

设 aEK(z) 在 RIz| 上 是 整 的 ， 则 它 在 Klz| 上 是 整 的 .由 于 
K [zl] 是 整 闭 的 , 我 们 有 ae 天 [加 故 可 令 a = f(z) = coz7 十 十 cm 
(co :cmeE 五 ). 存在 RR 上 的 多 项 式 a1(7),:… ,an(z) 使 得 


fz) + a(z)f(z)" + + an(r)=0 (3) 


全 Se vim 之 0). 为 方便 起 见 ， 对 一 个 单项 式 
ce cn com € 5, 称 maxii 为 它 的 指标 , 而 称 2 (mC— Ij)i 为 它 的 阶 . 
] 


令 So 为 S 中 指标 小 于 ?= 的 元 全 体 ， 展开 (3) 式 并 比较 z 各 次 里 
的 系数 可 见 每 个 of (0 < 7 了 < m) 都 可 以 表示 为 9 中 指标 小 于 n. 
次 数 不 大 于 ?7 且 阶 不 大 于 (m 一 7)n 的 元 在 R 上 的 线性 组 合 ， 而 县 
co 的 表示 式 中 出 现 的 5 中 的 元 的 阶 都 小 于 mn， cr, 的 的 表示 式 中 

只 出 现 ci (0 <i<n). 

设 c=cr oF. ckm eS 满足 kho,:… ,kg_1 <n,ka>n. 对 d 
作 归 纳 不 难 证 明 c 可 以 表示 为 $ 中 满足 下 述 条 件 的 元 cpcr cz 
在 RR 上 的 线性 组 合 : 


10 ,ig_1 达 n, 妥 或 者 各 十 … 十 记过 0 十 … 十 a， 


或 者 cpci …ciw 的 阶 小 于 c 的 阶 . 


由 此 再 用 归纳 法 ， 即 可 证 明 $ 中 的 元 都 可 以 表示 成 So 中 的 元 在 
上 的 线性 组 合 . 将 引 理 1.1 用 于 So 在 及 中 生成 的 R- 子 模 M, 可 
知 CO 9Cm 在 R 上 都 是 整 的 . 证 毕 . 

以 下 我 们 考虑 伯 罗 华 理论 与 整 性 的 关系 . 

引 理 2.1 设 RR 为 整 环 ,KK =q.f.(R). 设 工 为 天 的 有 限 扩 威 ， 
A 为 在 工 中 的 整 闲 包 ， 则 : 

i) 对 任意 ce Gal(L/K), 有 o(R)= R.o(A)= 4; 
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ii 若 玉 整 辐 则 4 中 任 一 元 ww 在 天 上 的 定义 多 项 式 ( 即 满 
是 9(Q) 二 0 的 不 可 约 首 一 多 项 式 8 EK[z]) 在 RIz] 中 . 

证 ,1 因 o 保 近 太 的 元 素 不 变 大 o(R)= R. 设 ae4, 则 
仓 在 首 一 多 项 式 f(x) E RIz] 使 得 f(a) = 0. 由 于 of(x) = f(z). 和 有 
f(o(Qa))=0, 故 o(a)€ 4. 

i) 任 取 有 限 扩 域 一 3 工 使 得 L' > 天 为 正规 扩张 . 令 G = 
GalL /A), {ea ,Qn}) 为 a 的 G- 轨 迹 ( 即 所 有 g(a) (gE GG)). 令 


ny 


vr) = fil(z — Oy ) 
i=1 

则 由 人 铭 罗 华 理论 可 知 p(x) 是 w(z) 的 一 个 寡 ( 若 8(x) 是 可 分 的 则 
g(z7) = ww(z), 否则 8(z) = w(z)? ,其 中 p=char(K),7> 0). 由 站 
每 个 ui 在 R 上 是 整 的 ， 故 由 命题 1.1, p(x) 的 系数 都 是 在 R 上 整 

. 但 g(xz)e KIz] 且 R 在 KK 中 整 闭 故 $(x) € RIz]. 证 毕 . 

推论 2.1 设 RR 为 整 闭 整 环 ，K = qf.(R), fe€ RIzx] 为 首 一 多 
项 式 ， 则 了 在 KK[z] 中 的 首 一 因子 都 在 RIz] 中 . 

1E. 设 g 为 f 在 | 中 的 个 相约 站 一 因子 . 令 LDK 为 f 的 

分 刹 域 ，a 为 g 在 工 中 的 一 个 根 . 则 f(a) = 0 说 明 a 在 已 上 是 整 
的 , 市 9g 为 a 在 上 的 定义 多 项 式 ， 故 由 引 理 2.1.ii) 得 g € Rizl. 
证 毕 . 

例 2.3 我 们 来 证 明 R= Z|[ 坊 怒 ] 是 整 闭 的 . 设 a = 二 r+sV5 € 
QIv5] = qf(R) (7,s EQ), 则 a 在 Q@ 上 的 定义 多 项 式 为 


p(T)= (rr svVi(r—risvV5)= (2 7 5s 


2 


一 22 rri+r — 5s 


车 a 在 RR 上 是 整 的 则 a 存 Z 上 是 整 的 (因为 志和 在 Z 上 是 整 
的 ). 故 ez)EZz 出 此 可 得 2r €E Z.r* 一 5s2 EF, 荐 rEZ. 则 
5s2 EZ. 故 se€Z. a ZIV CR: 若 rg¢g2Z, 则 3=a- 各 是 在 
如 上 整 的 ， 由 上 所 述 3eEZIV5. 帮 aERR. 

例 2.4 设 .Art 为 环 玉 二 (个 变星 ) 的 对 称 多 项 
人 ( 印 对 的 任 间 置换 了 郁 有 = 万 . 我 们 知道 f & 


RIo1,:…- , On|, 其 中 GI1， ,On 为 Tl" ,Tn 的 初等 对 称 多 项 式 . 
我 们 用 整 性 理论 给 这 个 事实 一 个 证 明 , 这 个 方法 的 优点 是 不 需要 复 
杂 的 计算 ， 故 可 用 于 处 理 更 复杂 的 类 似 问题 . 

先 考 虑 R=2Z 的 情形 ， 令 K=Q(o1,… ,on), L=Q(z1,… ,Yn) 
则 易 见 [K :<ntl. 任 一 Z1,… ,xz 的 置换 诱导 工 的 一 个 自 同 构 且 
保持 K 的 元 素 不 变 , 故 |Gal(L/K)| > n!. 由 伽 罗 华 理论 , 可 知 [K : 
吕 i 二 |Gal(L/K)|=n! 且 K 是 Gal(L/K) 的 不 变 子 域 . 于 是 feK. 
另 一 方面 这 说 明 o1,… ,on 在 @ 上 代数 无 关 , 故 Z[o1,… ,ow] 同 
构 于 Z 上 的 多 项 式 环 ， 因 而 是 整 闭 的 (命题 2.2),， 由 于 zi ,zn 
都 是 多 项 式 bz) = Z7 -OZn 一 1 十 -… 十 {一 1)”*on € ZZ[o1,… ,0n| 的 
根 ， 故 都 是 存 Zloi,… ,ou] 上 整 的 .因而 f 在 Zlo1,… ,on] 上 是 
整 的 (命题 1.1), 故 属于 Zlo1,:… ,om 

对 一 般 的 R, 考虑 z1,.… ,zn 的 所 有 单项 式 zi .……zir 的 集合 
9. 对 任意 a € 5S, 所 有 元 素 ra (其 中 了 为 z1,… ,Zn 的 一 个 置换 ) 
组 成 S 的 一 个 有 限 子 集 ， 称 作 一 个 置换 轨迹 . 由 民 = Z 的 情形 可 
知 , 一 个 置换 轨迹 中 所 有 元 素 的 和 等 于 ct,-… ,ou 的 一 个 整 系数 多 
项 式 ， 称 为 一 个 轨迹 和 . 车 a e 5 在 f 中 出 现 ( 即 系数 不 为 0), 则 
f 的 对 称 性 说 明 对 z1,… ,zn 的 任 一 置换 r, ra 也 在 f 中 出 现 ， 且 
ra 的 系数 等 于 a 的 系数 .所 以 f 等 于 一 些 轨迹 和 在 R 上 的 线性 
组 合 ， 故 属于 Rlo1,… ,on]. 


3. 理想 与 整 扩张 


一 个 环 RR 的 一 个 子 集 9 称 作 乘 性 子 集 , 如 果 8 中 任 两 个 元 的 
积 都 在 S 中 ， 且 1 e 5, 0 g S. 利用 乘 性 子 集 我 们 可 以 将 商 域 的 构 
造 方法 推广 .首先 在 集合 Rx 5 中 定义 一 个 关系 ~: 


(a,r) ~ (5.s) 当 且 仪 当 存在 t€ 5 使 得 t(as 一 67)=0. 


不 难 验 证 ~ 是 一 个 等 价 关系 . 记 ST RR= RxS/ 人 ~. 一 个 元 (a,7)€ 


RRxS 在 S71R 中 的 象 记 为 (a.r)， 不 礁 验 证 5-1R 具有 一 个 环 
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结构 ， 其 加 法 和 乘法 分 别 由 (a.7) + (bs) = (as 十 br,rs) 及 (ar) 
(5,8) 二 (ab,7s) 给 出 ， 我 们 称 5-1R 为 环 R (被 S) 的 局 部 化 此 
外 ， 映 射 

R-> SsS-1iR 


Cr 


r FF》 (7,1) 


是 一 个 “典范 ” 同 态 ， 在 这 个 意义 上 我 们 将 S-1R 看 作 一 个 R- 代 
数 . 注意 5S 的 元 在 典范 同 态 下 有 映 到 S71R 的 单位 . 

上 述 定义 不 难 推广 到 模 ， 以 建立 一 个 R- 模 iM 被 S 的 局 部 化 
S71M, 它 是 一 个 (S71R)- 模 ， 也 可 以 (通过 典范 同 态 R 一 S71R) 
看 作 一 个 R- 模 .车 0 -WV 二 VM 二 AI” ->0 是 一 个 R- 模 的 正 合 
列 ， 则 不 难 蛤 证 其 局 部 化 0 一 5-1M' 一 SS- 一 S-1317 一 0 也 
是 正 合 的 . | 

例 3.1 车 号 是 的 一 个 素 理想 则 5 = RR~P 是 一 个 乘 性 
子 集 ， 记 Rp = STIR. 易 见 Rp 只 有 一 个 极 大 理想 PRp. 具有 唯 
一 极 大 理想 的 环 称 作 局 部 环 . 

设 5 是 R 的 乘 性 子 集 ，J 了 是 R 的 理想 ， 则 当 INMS 关 $9 时 
I.S-1R=S-1R, 而 当 INM5=0 了 时 1.5-1R 是 5-1R 的 理想 .不 
难 验 证 $7R 的 理想 都 可 以 这 样 得 到 ， 因 此 我 们 有 满 映 射 


{RR 中 与 5S 不 相交 的 理想 } 一 {571R 中 的 理想 } 


一 般 说 来 这 个 映射 不 一 定 是 单 射 ， 但 不 难 验证 它 在 {P € Spec(R)| 
PNS = 从 上 的 限制 是 一 一 对 应 (其 逆 为 典范 同 态 诱导 的 映射 
Spec(S-1R) -> Spec(R)). 

定理 3.1 设 R 是 环 A 的 子 环 且 4 存 R 上 是 整 的 ， 则 

i) ( 卧 上 定理 , 简 记 为 LO) 对 RR 的 任 一 素 理 想 p, 存在 4 的 素 
理想 忆 寻 于 其 上 ,， 即 PNMR=p. 

i) 若 4 的 两 个 素 理 想 PP' 均 四 于 pCR 上 ,， 则 Py P'. 特 
别 地 ， 车 RR 为 局 部 环 生 Dp 为 R 的 极 大 理想 ， 则 4 中 卧 于 p 上 的 索 
理想 恰 为 4 的 全 部 极 大 理想 . 
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iii) (上 行 定理 , 简 记 为 GU) 设 了 为 4 鸭 亲 坪 候 ，pPLYU 为 RB 
的 素 理想 且 PNR = p. 则 存在 4 的 素 理 想 @ DP 使 得 QNMR=g. 

iv) (下 行 定理 , 简 记 为 GD) 设 RR 为 整 闭 整 环 且 RR 的 非 零 元 在 
4 中 都 不 是 零 因子 . 车 PP 为 4 的 素 理 想 ，p Dg 为 RR 的 素 理 想 日 
PNR=p, 则 存在 4 的 素 理想 QC PP 使 得 QNR= 9. 

Vv) 知 R, 4 为 整 闭 整 环 且 上 = qf.(4) 为 KK = qf.(R) 的 正规 扩 
域 ， 则 对 任 两 个 卧 于 PC R 上 的 素 理想 已 P', 存在 o € Gal(L/K) 
使 得 oP = P.. z 

证 ， 让 设 mm 为 4p =( 及 -pp 4 的 一 个 极 大 理想 ， 则 2 = 
mNR, C pRy. 由 于 hp/m 是 域 且 Rp/p' 是 Ap/m 的 子 环 ， RRp/p' 的 
任 一 非 零 元 a 在 A,/m 中 有 逆 . 因为 4 在 RR 上 是 丈 的 , 易 见 Ay/m 
在 Rp/p' 上 是 整 的 , 故 a-! 满足 一 个 等 式 (a-1)? 二 cl(a 一 ”一 十 十 
cn 二 0 (c1;'… ,Cn € Ry/p'). 因而 a“l=-c cad~''.:— cna" le 
Rp/p', 即 Ry/p' 是 域 . 由 此 p' 为 Ry 的 极 大 理想 ， 故 p' = DR 令 
P 为 m 在 典范 同 态 4 一 4p 下 的 原 象 则 有 PNR=pNR=p. 

ii) 用 反 证 法 ， 设 P C P'. 由 于 Rp/pRp 是 域 而 4p/PAp 是 
Rp/pRp 的 扩 环 且 在 在 Rp/pRp 上 是 整 的 , 对 Ap/PAh, 的 任 一 非 零 元 
b 存在 等 式 妃 +clitb 一 十 .十 cm 三 0(ci ,cn E 有 /DRcn #0), 
故 651= 一 crl(-1+ci 因 -2 二 十 ci)e4/P4. 这 说 明 PA， 
是 极 大 理想 ， 因 此 PA, = P'4,, 从 而 P = 尸 , 了 矛盾 . 

奋 玉 为 局 部 环 而 PC 玉 为 极 大 理想 ， 则 由 此 可 得 卧 于 P 上 的 
素 理想 PC 4 必 为 极 大 的 ; 另 一 方面 ， 由 i) 的 证 明 可 见 4 的 极 大 
理想 均 苇 于 p 上 . z 

让 ) 令 育 = R/p,4’= A/P,q' = g/p, 则 h' 在 RR 上 是 整 的 . 
故 由 i) 存在 4' 中 的 素 理想 Q 臣 于 9 上 . 取 人 为 @ 在 4 中 的 
原 象 即 满足 要 求 . 

iv) 首先 我 们 注意 下 述 事 实 . 设 S 为 4 的 乘 性 子 集 ， 和 Ps 为 4 
中 与 5 不 相交 的 理想 全 体 ， 以 包含 关系 为 序 ， 则 由 体 恩 引 理 第 s 有 
极 大 元 工 不 难 证 明 了 是 素 理 想 ， 车 abE 了 而 a,b 了 则 由 了 的 极 
大 性 有 (a, 站 5S 关 人 9 即 存在 xz € (a,7)nS, 同 理 存在 ye (b,1)Nn5S,， 
于 里 xy EINS. 六 盾 . 
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取 S={dildeR-9q6e4-P 由 上 所 述 我 们 只 需 验 
g4ns 二 9, 从 而 和 Ps 中 包含 94 的 任 一 极 大 元 @ 即 满足 iv) 的 要 
用 反 证 法 , 设 t=di egqAdeER_g6eA-P. 设 t= VY ab 


;二 1 

(aol Eg.b;E€E Al<i<n) 因为 1,…,b, 在 R 上 是 整 的 ， 
RD ,b,] 作为 RR 模 是 有 限 生 成 的 ， 令 81,… ,sm 为 一 组 生成 
元 . 由 于 +RI01.… ,6 C gqgRIby,… ,bn], 存在 ai;j Eq(l<i,j<m) 
使 得 ts; = aijs; (1 < i < m), 由 此 det(t6i; 一 ai 让 :si = 0 
(1 < i < m)， 由 于 R 的 非 零 元 在 4 中 都 不 是 和 零 因 子 ， 我们 有 
det(t6;) 一 Qi 二 0. 令 f{7) 一 det{T6;, 一 Qij ) 二 了 ”十 c17 一] 十 
十 Cm, 则 易 见 cl ,cm € 9 由 上 所 述 f(t) 二 0. 令 9ERT 


为 使 g(t) = 0 的 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 五 = 9q:{.(R), 则 由 轧 转 


相 除 法 (及 R 的 非 零 元 本 4 中 都 不 是 零 因 子 ) 在 K[T] 中 有 glf. 
由 推论 2.1 可 设 g 是 首 一 的 ， 于 是 hh = 了 € RIT] 由 于 了 三 IT 
(mod cg), 模 g 分解 f = gh 即 可 见 g 模 9 与 某 个 TT" 同 余 ,换言之 ， 
g(T)=T"+diT"71+… 十 di, 其 中 di,… ,d. € q. 另 一 方面 ,6 在 
R 上 是 整 的 , 存在 多 项 式 $(T) = T*+ei1Ts 十 '… 十 es € RIT] 使 得 
4(5) = 0. 于 是 t= dé 满足 (d6)* +ead(d6) ”十 二 esd = 二 0. 由 g 
的 次 数 的 极 小 性 ， 在 K[Tj 中 有 g(T)ldso(T/d), 或 dT"g(dT)|9( 工 ). 
故 由 推论 1.4 得 d7"g(dT) s R[T], 或 什 € RI(l<i<r) 因而 
v) 先 考虑 LD> KK 为 有 限 扩张 的 特殊 情形 ， 用 反 证 法 ， 设 对 任 
一 egGalT/ 开 ) 都 有 oP 关 P'. 邻 忆 ,…, 忆 ,为 所 有 形 如 oP 
(ce Gal(L/K)) 的 理想 ， 则 由 说 可 取 ai e P [I Pi-PU<i< 
n). 令 a= yy ai 则 对 任 一 ceGal( 工 /天 ) 都 有 cla) 4 P. 令 


1< ic 和 


b = IT co(a), 则 be P'-P, 晶 对 任 一 o € Gal(L/AK) 都 有 
osEGallL/K) : 


o(b) = 6b. 故 存在 站 >0 使 得 六 <E 展 于 是 六 EnmnR=PCPP 玫 
盾 . 
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) 
; 
3 


现在 考虑 L D> K 是 无 限 扩张 的 情形 . 先 任 取 工 的 一 个 良 序 <. 
其 中 0 为 首 元 而 1 为 末 元 .用 超 限 归纳 法 对 每 个 wE 世 定义 一 个 
K 的 正规 扩 域 KK。CL 如 下 : 令 Ko 二 K; 若 aEL 是 86e€EL 的 后 
继 ， 则 令 KK。 DK 为 包含 Kala] 的 最 小 正规 扩张 ( 它 可 由 Kg 添加 
a 在 天 上 的 定义 多 项 式 的 所 有 零点 得 到 , 故 为 Ks 的 有 限 扩 张 ), 而 
若 a 非 后 继 则 令 KK。D> K 为 包含 K' = U Kg 和 a 的 最 小 正规 


扩张 (与 a 为 后 继 的 情形 类 似 地 可 见 此 时 K。 为 K% 的 有 限 扩 张 ). 
特别 地 有 K1 = 工 . 

再 用 超 限 归纳 法 对 每 个 a Ee 工 定义 一 个 元 oa € Gal (Ka/R)， 
使 得 对 6 < a 有 08 =oolks, 且 ocaPs = Ps, 其 中 P= PN Ko, 
忆 = P'N Kok. 方法 如 下 : 令 o0 = 二 idx. 若 ae 工 是 DEL 的 
后 继 ， 则 因 Gal(Ks/K) 是 Gal(Ka/K) 的 商 群 ， 可 以 将 ce 提升 
到 o' e Gal(Ks/K), 于 是 P' 和 P= o'P. 均 卧 于 P 上 ， 从 而 
由 上 述 有 限 扩 张 的 情形 存在 c" e Gal(K。/Kp) 使 得 oP = Ps， 
令 oa = oo' 即 可 . 若 a 非 后 继 ， 则 所 有 ce (8 < a) 合 起 来 给 
出 一 个 元 o4 € Gal(K4) 使 得 oh4(PN Ki) = P'N Ks, 再 仿照 上 述 
a 为 后 继 的 情形 即 可 将 o4 提升 为 Gal(K。/K) 的 一 个 元 oa 使 得 
oaP, = P’. | 

这 样 ， 由 超 限 归 纳 法 最 终 得 到 cl € Gal(L/K) 使 得 o1P=P". 
注 3.1 在 定理 3.1 中 ，LO,GU 和 GD 成 立 的 条 件 都 不 是 必要 
的 ， 我 们 将 看 到 使 它们 成 立 的 一 些 其 他 条 件 (届时 将 简称 “GU 成 
立 ”等 等 ). 


习 题 


1. 设 a = 必 二 -ee Q(32, V- 引 . 证 明 a 在 Z 上 是 整 的 . 

2. 设 4 为 整 环 ， 民 为 4 的 子 环 ，K =qf.(B), 5S 为 RR 中 的 
乘 性 子 集 ， 证 骨 ， 

i) 若 4A 在 RR 上 是 整 的 ， 则 ST14 在 SiR 上 是 整 的 ; 
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ii 若 玉 是 (在 天 中 ) 整 财 的 则 SS 一 瑟 亦 然 . 

3. 设 天 C 世 为 苏 罗 华 扩张 . 设 4 为 工 的 子 环 使 得 q.f.(4) = 工 
且 对 任意 o E Gal(L/K) 有 o(4)=4. 令 =ANK. 证 明 : 

i) A 在 R 上 是 整 的 . 

ii) 若 4 是 整 闭 的 ， 则 R 亦 然 . 

4， 设 整数 n 为 平方 自由 的 ( 即 不 能 被 任意 素数 的 平方 整除 ) 
设 玉 为 了 在 Qvn) 中 的 整 闭 包 , 证明 当 n=1 (mod 4) 时 RR= 
Z[ 志 党 ], 而 当 n=2 或 3 (mod 4) 时 R=Z[vVnl. (提示 ， 参看 例 
2.3. ) 

5*. 设 ol……:，onEZ[z ,Tn] 为 XZ1,… ,Xn 的 初等 对 称 多 
项 式 . 令 

”二 > Tp(2) To(3) "Ti,) 
peEAn, 
其 中 4 为 1,… ,n 的 所 有 偶 置 换 组 成 的 群 . 令 7' = p'(7), 其 中 pp 
为 zl … ,zn 的 一 个 奇 置换 ， 且 令 A= (7 一 7)? = Je， 一 27). 证 
ij 


明 ; 

i) A 等 于 Zlo1,-… ,on] 中 的 一 个 不 可 约 多 项 式 ; 

i) 若 f 为 Z 上 nn 个 变量 的 多 项 式 使 得 (x1 一 xz2)|f(01,… ,an 
则 A|f(o1,… ,on) (提示 考虑 /7); 

iii) 对 任意 域 KK, K(X1,… ,zn) 为 K(o1,… ,0n,7) 的 伽 罗 华 
扩张 ， 其 人 车 罗 华 群 同 构 于 A4;; 

iv) 对 任意 环 R, 一 个 多 项 式 f € RIzi,… :za 在 zl … ,Zn 
的 任意 偶 置 换 下 不 变 当 且 仅 当 f € Roll ,anT7]; 

v) 大 RR 为 整 闭 整 环 ， 则 Re ,on,7] 为 整 闭 的 (提示 利 
用 习题 3.ii)). : 

6. 设 玉 为 域 ，R = klz,y/(z? 到) 验证 RR 不 是 整 闭 的 ， 并 
给 出 RR 在 qf.(R) 中 的 整 闭 包 . : 

7. 设 RR 为 环 而 SC RR 为 乘 性 子 集 . 证 明 典 范 同 态 6:R 一 
S71R 具有 如 下 泛 性 ， 对 任意 环 同 态 1 :RR 一 4, 若 了 将 5 的 元 映 
到 单位 ， 则 存在 唯一 环 同 态 站 :5-71R 一 4 使 得 f=f'ov. 


= A 


8. 设 为 域 ， R= klzx(z 1),7z(r -1),y Cc A= kz,y. 证 
明 LO 和 GU 对 RC A 成 立 但 GD 不 成 立 . 
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Ep rr rr 


JIL. 语 特 环 和 阿 廷 环 


章 中 讨论 的 环 都 是 有 单位 元 的 交换 环 . 


1. 诺 特 环 


定义 1.1 一 个 环 RR 称 为 诺 特 环 , 如 果 在 R 中 没有 无 限 长 的 理 
想 列 卫 CC IC .… (这 个 条 件 称 作 理 想 的 升 链条 件 , 简称 ACC). 一 
个 环 忆 称 为 阿 廷 环 , 如 果 在 愉 中 没有 无 限 长 的 理想 列 五 >? 
(这 个 条 件 称 作 理想 的 降 链 条 件 , 简称 DCC). 

例 1.1 任 一 域 既 是 诺 特 环 也 是 阿 廷 环 ; 任 一 主 理想 环 是 诺 特 
环 ， 一 个 诺 特 ( 阿 廷 ) 人 是 诺 特 ( 阿 
廷 ) 环 ， 由 局 部 化 的 定义 ( 见 了 .3), 可 见 一 个 诺 特 ( 阿 廷 ) 环 的 任意 
局 部 化 仍 是 诺 特 ( 阿 廷 ) 环 . 

引 理 1.1 一 个 环 RR 是 诺 特 环 当 且 仪 当 R 的 每 个 理想 都 是 有 
限 生成 的 (如 存在 由 有 限 多 个 元 素 组 成 的 一 个 生成 元 组 ). 

证 .大 民 是 庄 特 丈 而 了 是 R 的 一 个 理想 ， 任 取 al E 71, 车 
(a1) 了 关 了 再 取 az ET (ai 若 (ala2) 关 工 再 取 as € 了 一 (a1.a2)， 
等 等 ， 这 样 我 们 就 得 到 一 个 理想 列 (a1) S (a1.a2) S …, 由 ACC 
它 必 是 有 限 的 ， 即 存在 n 使 得 (al .ao)= 工 

反之 ， 耕 民 R 的 每 个 理想 都 是 有 限 生 成 的 而 五 和 G125C.… 是 R 
中 的 一 个 理想 列 ， 令 了 工 = UF 则 了 是 RR 的 一 个 理想 ， 故 存在 了 的 
一 组 有 限 生成 元 a1,… :ao 取 m 使 得 ai,… ,an Elm, 则 Im 二 了 
疏 不 存在 Din+1. 即 理想 列 不 是 无 限 长 的 . 证 毕 

定理 1 (人 信和 是 矢 理 】 项 如 基于 特 于， 由 晤 上 上 的 多 台 
式 代 数 RIz ef - 

和 证， 由 引 | 到 1.1. 只 需 证 明 Bizj 的 任 一 理想 了 是 有 限 生成 的 . 
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令 JCR 为 I 中 所 有 元 的 首 项 系数 的 集合 ， 则 不 难 证 明 7 是 
RR 的 理想 车 pe J, c,d € R, 由 定义 存在 f(x),g(x) < 了 使 得 
f(z),g(x) 的 首 项 系数 分 别 为 a,b; 记 m = deg(f),n = deg(9), 则 
cz"f(z) 十 dr"mg(x) 的 首 项 系数 为 ca 十 db, 故 ca+dbeJ. 

类 似 地 ， 令 J4 为 了 中 所 有 次 数 不 大 于 d 的 元 的 d 次 项 系数 的 
集合 ， 则 Ju 也 是 R 的 理想 . 

因 R 是 诺 特 环 ， 可 取 J 的 一 个 有 限 生 成 元 组 a1,.… ,ar ( 引 理 
1.1). 由 定义 存在 (x),… ,f(z) E 了 使 得 f(x) 的 首 项 系数 为 a 
(1<i<r). 记 m= max(deg(fi)). 类 似 地 ， 对 每 个 Ja (d < m) 存 
在 了 中 有 限 多 个 d 次 元 faj(z), 它们 的 首 项 系数 生成 ju. 

若 f(x) E 工 的 次 数 m > m, 首 项 系数 为 a, 取 ci,…,cr ER 
使 得 clal 十 … 十 crar = a 且 令 mi = ndeg(f;) (1 < i 7), 则 
f(z) 一 cz 用 (7) 一 … 一 crz™”f(z) ET 的 次 数 小 于 n. 由 归纳 法 
可 知 对 任意 f(z) e 了 存在 g1,… ,gr < RIz] 使 得 h=f 一 gf 一 
… 一 grf+ E 了 的 次 数 小 于 mm. 再 用 归纳 法 可 得 一 组 ga; € RR 使 得 
h = > gg;faj. 由 此 可 见 了 由 所 有 所 和 fa; 生成 . 证 毕 . 


d,3 

一 个 环 RR 上 的 任 一 多 项 式 代数 RIz1,… ,zn| 模 任 一 理想 的 剩 
余 类 环 4 称 作 一 个 有 限 生成 的 R- 代 数 ， 此 时 称 同 态 R 一 4 为 有 
限 型 的 . 由 定理 1.1 立 得 

推论 1.1 若 RR 是 诺 特 环 ， 则 任 一 有 限 生 成 的 R- 代 数 也 是 诺 
特 环 ， z 

设 RR 为 诺 特 环 ， 人 MM 为 由 一 个 元 生成 的 RE 模 ， 则 存在 满 同 态 
:下 一 AM 令 了 =ker( 门 , 则 As 兰 尺 /7 注意 MM 的 一 个 R- 
子 模 对 应 于 R/T 的 一 个 理想 ， 所 以 M 中 没有 无 限 长 的 子 模 升 列 
Ni G Na G .…. 更 一 般 地 ， 若 M 为 有 限 生成 的 R- 模 ， 则 存在 有 
限 过滤 0 = Mo C Mi C .… C M， = M 使 得 每 个 因子 M;/M:;_1 
由 一 个 元 生成 . 对 MY 的 一 个 无 限 子 模 列 Ai C No C …, 注意 每 
个 Nin Mj/Nin Mj;-1 可 以 看 作 Mi;/Mi-1 的 子 模 ， 由 于 Mi /Mi_i 
中 没有 无 限 长 的 子 模 升 列 ， 当 i 充分 大 时 有 Ni 站 Mi/Ni; 几 Mj-1 = 
NiriN AZ/NiAAN A SI<D 从 而 和 NV; 二 Nipyi， 这 说 明 A 
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的 及 子 模 满足 升 链条 件 (ACC), 即 MM 中 不 存在 无 限 长 的 R- 子 模 升 
列 . 故我 们 称 并 为 诺 特 模 . 反之 , 由 引 理 1.1 的 证 法 立 见 满足 ACC 
的 模 都 是 有 限 生 成 的 . 显然 诺 特 模 的 子 模 和 商 模 都 是 诺 特 模 ， 此 外 
若 0 一 一 -> A1” 一 0 是 R- 模 下 合 列 且 M' 和 WM” 是 诺 特 
横 ， 则 2M 是 诺 特 模 . 


2. 阿 迁 环 
引 理 2.1 (中 山 正 引 理 ) 设 RR 为 任 一 环 ，M 为 有 限 生 成 的 R- 
模 ， 了 CG BR 为 理想 ， 若 FA = 2M, 则 存在 a ET 使 得 (1 二 a)M =0. 
在 ci; EIT(l<i,)<<n) 使 得 wi = 》cijv; (1<i<n), 或 4AV =0， 
J 
这 里 


1 一 Cil 一 Cl12 一 Cly vl 
—C21 lc +:: — Con V2 

4 一 . . | . ，V= 
Cl Cn2 ”" 1 一 Crn [a 


由 行列 式 理论 (参看 例 L1.3) 有 det(hju = 0 (1 < < mn) 故 
det(A)MM = 0. 易 见 det(4)==1+aaer 证 毕 . 

注 2.1 一 个 特殊 情形 是 RR 为 局 部 环 ,， 此 时 1 十 a 是 单位 (因为 
它 不 在 RR 的 唯一 极 大 理想 中 ). 故 IM = M 殖 遂 M = 0. 在 一 般 情 
形 ， 令 J(R) 为 RR 的 所 有 极 大 理想 的 交 ， 称 为 R 的 喘 柯 孝 进 根 . 则 
上 述 讨 论 可 推广 到 TC J(R) 的 情形 ， 注 意 对 任意 a € J(R),1+a 
是 单位 ， 因 为 它 不 含 于 任何 极 大 理想 中 . 

推论 2.1 设 代为 环 RR 上 的 模 ，N,N’' 为 Mf 的 子 模 ， 其 中 
N 是 有 限 生 成 的 ， 了 为 RR 的 理想 且 TCJ(R). 若 和 =N+1N，, 
则 A7 = AN. 

证 . 将 引 理 2.1 及 注 2.1 的 讨论 用 于 M/N 立 得 . 证 毕 . 

由 1.2 中 有 关 论 述 ， 任 一 环 RR- 模 AM 可 以 看 作 是 带 有 算 子 区 R 
的 一 个 阿 贝 未 姑 法 群 ， 故 由 若 当 - 霍 尔 德 定理 (参看 附录 A), 若 休 
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中 存在 极 大 (不 可 加 密 ) 子 模 列 0= MoSaAaS.…SAMn= AM, 则 
任 一 子 模 列 都 可 加 密 成 极 大 子 模 列 , 每 个 极 大 子 模 列 的 长 度 都 等 于 
n, 且 极 大 子 模 列 的 因子 ( 即 {Mi/Mi-ill < i < n)) 若 不 计 次 序 与 
极 大 子 模 列 的 选择 无 关 ， 我 们 称 ”为 模 M 的 长 度 , 记 为 i(M) (车 
M 中 不 存在 有 限 长 的 极 大 子 模 列 ， 则 令 i(M) = oo). 若 0 一 M 一 
M 一 M” 一 0 为 R- 模 正 合 列 ， 则 有 iM) = UM') 十 lM"”). 车 
RR 本 身 作为 R- 模 具有 有 限 长 度 (也 就 是 有 不 可 加 密 的 理想 链 ), 我 
们 就 说 R 是 有 限 长 的 . 显然 有 限 长 的 环 既 是 诺 特 环 也 是 阿 廷 环 ， 此 
外 ， 我 们 注意 每 个 极 大 子 模 列 因 子 N 都 是 RE- 单 模 ( 即 除 (0) 和 本 
身 外 没有 其 他 R- 子 模 ), 故 必 由 一 个 元 生成 ， 亦 即 存在 RE- 模 的 满 同 
态 p:RN; 于 是 1 了 = ker(p) 是 R 的 理想 (注意 NN 全 R/T), 义 因 
N 是 单 模 了 I 必 为 极 大 理想 . 

命题 2.1 一 个 环 RR 是 阿 廷 环 当 且 仅 当 它 是 有 限 长 的 . 阿 廷 环 
必 是 诺 特 环 且 只 有 有 限 多 个 素 理想 ， 这 些 素 理想 都 是 极 大 的 . 

证 . 先 证 明 第 一 个 断言 . 充分 性 由 上 所 述 是 显然 的 ， 我 们 来 证 
必要 性 . 

设 RR 为 阿 廷 环 ， 则 R 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 ， 因 若 有 无 限 
多 个 极 大 理想 PP, 忆 , 己 ,…， 则 有 无 限 长 的 理想 列 P 2 PiPs 2 
PPPs2>:…, 与 DCC 了 矛盾. 设 记 , 忆 , 己 ,… ,Pn 为 RR 的 所 有 极 
大 理想 . 令 了 = Pi 忆 …P,. 由 DCC 存在 7 >0 使 得 I" = 大 + 
令 J 了 = (0:7"), 则 (J :7)=((0:7):7 了 = (0: 了 Tt) = J. 我 们 
来 证 明 J = R. 若 不 然 ， 则 由 DCC 可 取 理 想 了 下 >. 了 使 得 J 和 J 
之 间 没 有 其 他 理想 ， 于 是 对 任意 z€E J -J 有 J+(z) = J'. 由 于 
7 C J(R), 由 推论 2.1 可 知 Iz 十 J 了 关 J, 故 Iz 十 = J. 这 说 明 
zz€(J:1)= J, 政 盾 . 

由 J=(0: 太 = 玉 得 三 =0, 故我 们 有 理想 列 


RIOPIOPPBIO.-SDIIOIPIO...DT IO...D1T=0 (1) 


其 中 的 每 个 因子 都 可 看 作 某 个 域 R/P; 上 的 模 ， 即 线性 空间 .每 个 
这 样 的 线性 空间 都 是 有 限 维 的 , 否则 其 中 可 以 找到 线性 子 空 间 的 无 
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穷 降 链 ， 从 而 得 到 R 中 理想 的 无 穷 降 链 ， 与 DCC 了 矛盾. 注意 每 个 
R/P; 都 是 RR- 单 模 ， 故 可 将 (1) 加 密 成 (有 限 长 的 ) 极 大 的 理想 链 . 

因此 RR 是 诺 特 环 ， 由 1 ”= 0 可见 RR 的 任 一 素 理 想必 包含 某 个 
Pi, 从 而 等 于 Pi. 证 毕 . 


习题 


1. 证 明 任 一 PID 是 UFD. 

2*. 设 有 为 域 . 证 明 klz1,:… ,zn| 的 任 一 极 大 理想 由 ?7 个 元 生 
成 . 特别 地 ， 若 上 是 代数 闭 的 ， 则 [zx1,… ,za] 的 任 一 极 大 理想 可 
表 为 (zl -al ,Zn 一 an 其 中 aa ,a, Ek. 

3. 证 明 任 一 阿 廷 环 同 构 于 若干 个 局 部 环 的 直 积 ， 而 阿 廷 整 环 
为 域 . 

4*. 设 环 尺 的 每 个 素 理想 都 是 有 限 生成 的 . 证 明 R 是 诺 特 环 . 
(提示 : 先 证 明 对 任意 理想 TC RR 及 任意 be R, 若 (1,b) 和 (1 :5b) 
都 是 有 限 生 成 的 ， 则 工 亦 然 . 然后 用 佐 恩 引 理 . ) 

5. 设 有 为 域 ， 天 为 bz) 的 代数 闭 包 ， 而 RC K 为 由 所 有 
zl/m (mn > 0) 生成 的 友子 代数 . 证明 R 不 是 诺 特 环 . 

6. 设 民 为 局 部 环 ， 其 极 大 理想 为 P, 而 上 = R/P. 设 MM 为 有 
限 生成 R- 模 使 得 M/ PM 作为 -线性 空间 为 a 维 的 . 证 明 AM 由 
个 元 生成 . 

7. 设 届 为 所 有 在 (0,…… ,0) EC” 的 某 个 邻 域 有 定义 的 解析 范 
数组 成 的 环 . 证 明 R 是 诺 特 环 . 

8. 设 RR 为 有 单位 元 的 非 交 换 环 ，I C R 为 左 理想 而 1 为 有 
限 生 成 的 R- 左 模 . 设 对 任意 a € 1,1+a 具有 左 逆 ( 即 存 在 元 bE€R 
使 得 b(1 十 a) = 1). 证 明 ; 车 人 =ITM, 则 MM =0. 


TV. 诺 特 环 与 整 性 


本 章 中 讨论 的 环 仍 是 有 单位 元 的 交换 环 . 


引 理 1.1 ( 诺 特 正规 化 引 理 ) 设 R 为 一 个 域 上 的 有 限 生成 代 
数 ， 则 存在 R 中 的 太子 代数 尽 , 同 构 于 上 的 一 个 多 项 式 代数 ， 


“上 且 R 在 上 是 整 的 . 


证 . 设 R= kz1,… ,zn]. 车 z1,… ,zn 之 间 没 有 代数 关系 ， 
则 RR 本 身 同 构 于 尿 上 的 n 元 多 项 式 代数 ， 否 则 存在 k 上 的 非 零 
多 项 式 f(X1,… ,Xn) 使 得 f(z1,… ,Xn) = 0. 设 d= deg(f). 对 
于 f 的 一 个 单项 式 w = aXd.…. Xd", 令 l(Q) = ddi+d2dz+.…+ 
d"-1di1 十 dn, 则 易 见 对 f 的 不 同 的 单项 式 a,8 有 !(a) 关 1(B8). 令 
yi 二 Ti 一 x4 (1<i<n~1), 则 有 


2 人 二 
f(t+ ri, yat rd ,Yn rd rn)=0 (1) 


展开 (1) 式 左边 ， 每 个 单项 式 a = aX 和 Xe 给 出 一 个 项 ar， 
由 上 所 述 这 些 项 不 会 相互 抵消 ， 若 将 (1) 式 左边 按 z。 的 宕 合并 ， 
则 z 的 最 高 次 项 的 系数 在 上 中， 所 以 zn 在 kly1,… ,yn_1] 上 是 
整 的 ， 因 市 请 在 kyi,… ,yn-i] 上 是 整 的 . 由 (对 nn 的) 归纳 法 
在 k[y1,… ,yn-1] 中 存在 太子 代数 R', 同 构 于 上 上 的 一 个 多 项 式 
代数 ， 且 kly1,… ,yn_1] 在 R' 上 是 整 的 . 于 是 已 在 R 上 是 整 的 . 
证 毕 . 

注 1.1 我 们 取 y= zi-7x4 (1<i<n-1) 的 目的 是 使 
(1) 式 左边 z, 的 最 高 次 项 的 系数 在 上 中 ， 若 kk 是 无 限 域 ， 则 可 邻 
Yi = Ti ~ Cirn (c; Ek,1<1i< 7 一 1), 不 难 验 证 对 适当 选取 的 ci 
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(LE< 和 7 了 在 jc yi+cn-IXn An 作为 Xn 的 
多 项 式 的 屡 开 式 中 首 项 系数 在 大 中 ,从 市 zz 在 Ki,… ,Yn-1] 上 是 
整 的 . 这 就 给 出 引 理 1.1 的 另 一 个 证 明 . 若 尺 是 整 环 且 上 了 至 少 对 一 
个 变量 是 可 分 的 (不妨 设 对 和 可 分 ) 则 还 当选 取 ci (1 <i<n-1) 
还 可 以 使 Zz 在 Rn yi1)C qf.(R) 上 是 可 分 的 ， 

在 一 般 情形 我 们 有 下 述 较 弱 的 结果 : 若 RR 是 整 环 ， 令 到 
qf.(R), 取 大 的 一 全 有 限 ( 纯 不 可 分 或 平凡 ) 扩 域 Kk 并 令 K1 = 
KK( 上 所). 适当 选取 语 及 ciEhi(l1<i<n-1) 可 以 使 zx, 在 R2 = 
kilz1 — CiTn: ,Tn—1 一 cn_l2zn 1 C 及 1 上 是 整 的 并 在 qf.(R2) 上 
是 可 分 的 . (在 上 面 的 讨论 中 ， 阁 f 对 每 一 个 变量 都 不 可 分 ， 则 f 
是 X17,.… ,X? 的 多 项 式 ， 其 中 p = ch(k). 取 i 包含 f 各 项 系数 
的 工 次 寒 ， 则 存在 ge Ki[X1,… ,X,] 使 得 f = g?, 故 可 用 g 代替 
f. 重复 这 个 过 程 最 终 可 使 得 f 对 某 个 变量 可 分 . ) 故 由 归纳 法 ， 
对 适当 选取 的 有 限 扩 域 ki 2 ,Ri = ki[zx1,… ,Yn] C Ki 中 存在 
在 上 代数 无 关 的 元 素 ji … ,yr 使 得 Ri 在 后 [ ,yr 上 是 
整 的 ， 且 Ki 在 后 (加 ,yr) 上 是 可 分 的 . 

推论 1.1 ( 蓄 零 总 定理 ) 设 民 为 一 个 域 上 上 的 有 限 生 成 代数 . 
ee 则 R 是 上 的 有 限 扩张 . 

. 由 引 理 1.1, 存在 RR 中 的 友子 代数 民 , 同 构 于 上 及 上 的 一 
多 页 式 代 娄 且 R 在 R' 上 是 整 的 . 我 们 只 需要 证 明 RR 二 即 可 
若 不 然 , 设 忆 = pfz ,zn] (n>1), 则 zr ER-R 在 R 上 是 
整 的 ， 这 与 R' 的 整 闭 性 矛盾 . 证 毕 . 

一 个 环 RR 的 所 有 束 理 想 的 交 记 作 N(R). 显然 R 的 所 有 和 圳 零 
元 都 在 N(R) 中 . 事实 上 N(R) 中 的 元 都 是 老 零 元 ， 这 是 因为 若 
a E N(R) 不 是 禹 零 的 ， 则 5S = {lao2，…)} 是 乘 性 子 集 ; 取 S57*R 

一 个 素 理 想 已 并 令 P' 为 P 在 典范 同 态 R 一 5-1R 下 的 原 象 ， 
则 P' 为 R 的 素 理想 且 a 4 P', 逆 盾 . 我 们 称 入 (R) 为 R 的 笑 窜 根 . 

定理 1.1 (布尔 伯 特 零点 定理 ) 若 民 R 是 一 个 域 上 上 的 有 限 生 成 
代数 ， 则 J(R) = N(R). 

证 . 用 反 证 法 . 设 a€ J(R) 一 N(R), 则 S = {1,a,a*,…} 是 乘 
性 子 集 . 取 S71R 的 一 个 极 大 理想 PP 并 令 户 为 P 在 典范 同 态 Ro 


| 
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S-1R 下 的 原 象 . 则 S-!1R/P 是 有 限 生 成 的 k- 代 数 且 是 域 , 故 由 推论 
1.1 它 是 上 的 有 限 扩张 . 由 于 R/P' 是 STR/P 的 k- 子 代数 , 它 也 是 
域 (对 任意 非 零 元 a E R/P', 令 zx? 二 az 十 … 十 an 为 a 在 上 上 的 
定义 多 项 式 , 则 有 a! = ali(a" +aa”™ ?+ +an-1l E R/P'). 
故 P' 是 R 的 极 大 理想 . 但 a ¢ P', 与 a€ J(R) CP’' 逆 盾 . 证 毕 . 

注 1.2 和 希 尔 伯 特 零点 定理 原 是 这 样 叙述 的 : 设 用,… ,fm 
为 代数 闭 域 上 的 于 元 多 项 式 . 若 对 五 ,… ,fn 的 任 一 公共 和 零点 
(ai ,an) 都 有 f(a1,… ,an) = 0, 则 存在 >> 0 及 了 元 多 项 去 
9 ,gm 使 得 广 = gifi 十 … 十 gmfm. 我 们 后 面 ( 例 VE.1.1) 将 
看 到 这 种 表述 与 定理 1.1 的 一 致 性 . 


2. 整 闭 包 的 有 限 性 


定理 2.1 设 域 凡 上 的 有 限 生成 代数 RR 是 整 环 ， 责 = qf.(R). 
设 工 是 KK 的 有 限 扩 域 ， 4 是 尺 在 王 中 的 整 闭 包 . 则 4 作为 一 个 
R- 模 是 有 限 生 成 的 . 

证 , 我们 先 考虑 RR 整 闭 且 扩张 LL DK 是 可 分 的 特殊 情形 . 由 
域 论 我 们 知道 迹 映 射 tr:L 一 KK 非 零 ， 即 存在 a EL 使 tr(a) 冯 0. 
对 任意 a,b E 工 定义 (a,b) = tr(ab). 易 见 映射 (,):LxL 一 玉 
是 KK- 双 线性 的 ， 而 且 是 非 退 化 的 ， 因 为 对 任意 非 零 元 a EE 上 有 
(a, 人) 关 0. 取 a1,…an Eh (n= [L :KK]) 使 得 它们 组 成 工 的 一 组 
K- 基 . 这样 就 有 有 …… ,bn E 工 使 得 (ai,6;) = 6i; (1 < i7 < n). 
邻 MM 为 b,… ,bn 在 工 中 生成 的 R- 子 模 : 对 和 任意 6E€E 4 及 i 
(1 < i < n), 由 引 理 .2.1.ii) 可 知 ci = (ai,B) = tr(0i:8) € R, 故 
B=cibi 十 :… 十 cnbn E€ M. 这 说 明 4 C MM. 由 推论 下 .1.1 R 是 诺 特 
环 ， 而 4 是 有 限 生成 的 R- 模 M 的 R- 子 模 ， 故 为 有 限 生成 的 . 

下 面 我 们 考虑 一 般 情形 . 取 4 的 一 个 有 限 生成 的 刀子 代数 4 
使 得 qf.(A) = 工 , 则 4 为 4' (在 工 中 的 ) 整 闭 包 . 用 4 代替 RR 
我 们 就 把 问题 简化 为 K = 工 的 情形 . 

以 下 设 天 = 大 .由 引 理 1.1 和 注 1.1, 存在 上 的 有 限 ( 纯 不 可 分 
或 平凡 ) 扩 域 后 使 得 Ri = RRC Ki 二 K(k1) 中 包含 一 个 后 -多 
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项 式 代数 R'. Ri 在 R 上 是 整 的 ， 而 且 Ki 在 K' = qf(R') 上 是 
可 分 的 . 令 41 为 Ri 在 Ki 中 的 整 闭 包 ， 则 由 上 述 特殊 情形 ， 4i 
是 有 限 生成 的 R'- 模 ， 故 为 有 限 生成 的 Ri- 模 . 再 注意 Ri 是 有 限 生 
成 的 R- 模 ， 故 A1 也 是 有 限 生成 的 R- 模 ， 最 后 ， 4 是 41 的 R- 子 
模 ， 所 以 也 是 有 限 生成 的 ， 证 毕 . 


3. 戴 德 金 环 


在 讨论 下 面 的 问题 时 我 们 要 用 到 

定理 3.1 (中 国 剩余 定理 ) 设 五 ,…, 严 为 环 RR 的 理想 ， 其 中 
任 两 个 理想 的 和 等 于 R. 则 

i) 存在 ai E 站 7 741 和 (GE<I<m2) 使 得 al 二 as 十 
十 an =1; 

jj) 万 瑟 站 门 天 mm 天; 

iii) 典范 同 态 f: R/NNIN.NI, 一 R/D x.…x RR/I, 是 同 
构 . 
”证 .i 我 们 对 n 用 归纳 法 ， 当 n = 1 时 无 须 证 明 ， 以 下 设 
n>1l. 

由 归纳 法 存在 a; € lilitiiIni(l<i<n-1) 
使 得 aa 十 :二 al = 1 由 于 T+ 人 n=R(I<i<n-1), 
我 们 可 取 b: € Ji,ci; € lh 使 得 bi 二 ci 二 1(1<i<n--1). 于 


和 一 


1 
是 1 = [I (bi + ci) = bib2:.:bn-1+o, 其 中 C E 71 令 Qi 一 Qic 


tt 汪 


(i<n~1),an = 1 一 c, 不 难 验 证 i) 的 要 求 满足 . 

ii) 若 ae€E 妍 NN 站 了 ， 则 对 每 个 i(l <i<n), aa; € 
Tl ,大 a=aalt+t+:..+aan Elo...1,. 

ii) 显然 了 是 单 射 ， 我 们 来 证 明 f 是 满 射 .我们 需要 证 明 对 任 
意 nn 个 元 圈 ,… ,bn € R, 存在 bE RR 使 得 bbeEl(l<i<n). 
不 难 验证 取 5= bial 十 …: 十 ba 即 可 ， 证 毕 . 

定义 3.1 一 个 不 是 域 的 整 闭 整 环 R 称 作 戴 僵 金 环 , 如 果 对 每 
个 非 过 元 ae R. R/(a) 是 阿 廷 环 ， 


由 定义 易 见 戴 德 金 环 是 诺 特 环 ， 而 且 戴 德 金 环 的 局 部 化 仍 是 戴 
德 金 环 (参看 习题 .2.i) 和 例 下.1.1). 
例 .3.1 PID 都 是 戴 德 金 环 . 但 反之 不 然 ， 例 如 Z[V-5] 是 戴 
德 金 环 ， 但 它 的 理想 (2,1+ V-5) 不 是 主 理想 . 
例 3.2 设 域 上 上 的 有 限 生成 代数 RR 是 戴 德 金 环 ，K 是 q.f.(R) 
的 有 限 扩 域 ， 则 由 定理 2.1, RR 在 中 的 整 闭 包 是 戴 德 金 环 . 
例 3.3 一 个 不 是 域 的 整 环 RR 称 作 离 表 赋值 环 , 简称 DVR), 如 
果 存 在 t € R 使 得 RR 的 每 个 非 零 理想 都 等 于 某 个 (i")， 离散 赋 值 
环 是 局 部 PID, 故 为 戴 德 金 环 . 设 RR 为 离散 赋值 环 而 m 为 R 的 
瞧 一 极 大 理想 ， 定 义 一 个 函数 v : R* 一 2 v(a) = n 当 且 仅 当 a € 
m”? 一 m"t1. 显然 v 满足 v(ab) = v(a)v(b), v(at+b) > min(v(a), v(b)). 
称 v 为 R 的 一 个 离散 赋值 (参看 习题 3). . 
反之 ， 我 们 有 
引 理 3.1 任 一 戴 德 金 局 部 环 是 离散 赋值 环 . . / 
证 . 设 忆 为 戴 德 金 局 部 环 ，P 为 R 的 唯一 极 大 理想 ， 天 = 
qf.(R). 设 a 关 0€ P, 则 由 定义 存在 7 使 得 P"C (a) (因为 阿 廷 环 
的 贾 柯 勃 逊 根 是 客 零 的 ). 由 此 可 见 P 是 R 中 的 唯一 非 零 素 理 想 . 
取 a 关 0e P?, 由 推论 下 .2.1 P 关 P22, 故 存在 n 使 得 P" & (a) 
而 P"ticC(o). 取 be P"*-(o), 则 s=8EK-R 而 sPCR. 
不 难 验 证 sP 是 RR 的 理想 事实 上 sP = R, 因 若 不 然 sP C P, 由 
引 理 1.1 s 在 R 上 是 整 的 ， 再 由 R 的 整 闭 性 s € R, 矛盾 .于 是 
t=s-li€EREBEP=(t). 
由 定义 NP” = (0), 因 若 有 非 零 元 a € NP™, 则 R/(a) 不 是 阿 


廷 环 . 属 对 任意 非 替 元 be 忆 存在 > 0 使 得 be Pr - Pn+1. 于 
是 c= 喜 € RP, 即 c 为 单位 .由 此 可 见 R 是 离散 赋值 环 ， 证 
定理 3.2 一 个 戴 德 金 环 中 的 任 一 非 零 理想 可 以 分 解 成 极 大 理 
想 的 积 ， 并 且 这 种 分 解 车 不 计 次 序 是 唯一 的 . : 

证 . 设 RR 为 戴 德 金 环 ， 首 先 我 们 证 明 下 述 事 实 : 若非 零 理 想 
Q CcC RR 只 含 于 一 个 极 大 理想 P 中 ,， 则 有 da > 0 使 得 Q@ = Pd. 由 


. 35 . 


定义 R/Q 是 阿 廷 环 ， 且 只 有 一 个 极 大 理想 ， 故 投射 RR 一 R/Q 将 
民 一 了 的 元 映 到 R/Q 的 单位 ， 这 样 就 有 诱导 同 态 $ : Rp 一 R/Q. 
显然 ker(9) = CRp, 大 QRp 丫 R= Q@. 由 引 理 3.1, 存在 d > 0 
使 得 QRp = PXRp， 注 意 上 述 讨论 当 @ = Ps 时 也 成 立 ， 即 有 
PiRpNR= Pd 所 以 Q= Pa 

设 了 为 RR 中 的 非 稚 理想 ， 则 RR = R/T 为 阿 廷 环 ， 故 只 有 有 
限 多 个 素 理 想 户 ,… , P’, 它们 全 是 极 大 理想 ， 且 对 足够 大 的 m 有 
Pm... Pm 二 (0). 故 由 定理 3.1iii) 有 RR'/Pmx...xR/P™. 
令 PP 为 Pl! 在 呈 中 的 原 象 ,8; 为 PY" 在 RR 中 的 原 象 (1 < i<n), 则 
局， 书 恰 为 召 的 所 有 包含 了 工 的 极 大 理想 , 且 R/T 写 R/Q1x:……x 
RR/Qn. 注意 对 每 个 i 有 R/Qi 兰 玉 1/P ”只 有 一 个 极 大 理想 ， 因 而 @; 
只 含 于 一 个 极 大 理想 P; 中 . 故 由 上 所 述 存 在 d; > 0 使 得 Qi = Pe. 
再 由 定理 3.1i) 得 T= Ginnens=Q Qu = PP Pd. 显 
然 这 种 分 解 是 唯一 的 ， 因 为 咏 ,… , Ps 是 RR 中 所 有 包含 了 的 极 大 
理想 ， 而 di; 满足 PY'Rp, = IRp, (1<i<m). 证 毕 . 


习 题 


1. 证 明 下 述 事实 : 

i) Z[V-1] 是 PID; 

ii) 对 任意 素数 p 三 1 (mod 4), 存在 o,pEZ 使 得 a2 十 刀 =P. 
(提示 : 首先 可 取 一 个 c € Z 使 得 ple? +1, 然后 应 用 i) 于 理想 
(c+ VvV—1,p). ) 

2. 证 明 戴 德 金 环 中 的 任 一 理想 由 两 个 元 生成 (事实 上 上， 对 任 一 
非 零 理想 了 及 任 一 非 零 元 ae 也 存在 bE 了 使 得 了 = (a,5)). 

3*. 设 RR 为 戴 德 金 环 ， RR 的 一 个 分 式 理想 是 指 KK = gf.(R) 
的 一 个 有 限 生 成 的 非 零 R- 子 模 . 例如 ， 对 任意 非 零 理想 TCR 令 
1-1 = {a € Klal c R}, 则 1-! 为 分 式 理想 ， (作为 R- 模 I-! 
有 HomR(T, RR). ) 证 明 所 有 分 式 理想 组 成 一 个 乘法 群 ( 称 为 R 的 除 子 
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群 , 记 为 Div(R)), 且 任 一 分 式 理想 可 以 分 解 为 乘积 Plt . Pi", 其 中 
忆 ,…: ,PP CR 为 极 大 理想 而 1,… ,in EZ. 

4. 一 个 域 K 中 的 一 个 赋值 是 指 一 个 满 射 v : K -- {0} 一 G， 
其 中 G 是 一 个 ( 非 平凡 的 ) 有 序 加 法 群 ， 使 得 v(ab) = v(a) + v(2) 
而 v(a 十 5) > min(v(a),v(b)). 易 见 此 时 R= {ae€ KlaQA0,v(a) > 
0}U {0} 是 K 的 子 环 ， 称 为 K 的 一 个 赋值 环 . 

i) 证 明 任 一 赋值 环 是 整 闭 整 环 . 

ii) 证 明 一 个 真子 环 RCK 是 央 值 环 当 且 仅 当 对 任 a E K- 
{0}, 不 是 ae R 就 是 a-!€ RR. 四 

iii) 设 k(x) 为 域 开 的 超越 扩张 ， K= k(x, x1/ 2; z1/3,...). 证 
明 存 在 KK 的 赋值 v 使 得 v(z1/") = 

iv) 设 R=k[z, 闪 Vvn > Olp c pl, y), 其 中 p= 人， vn > 0). 
证 明 RR 是 赋值 环 . 它 对 应 的 赋值 是 什么 ? 

v) 设 及 为 KK 中 的 赋值 环 ， 对 应 于 赋值 2:K 一 10} 一 G. 证 
明 玉 是 DVR 会 GSZ 人 台中 是 诺 特 环 , 故 这 ) 和 iv) 中 的 赋值 环 
不 是 诺 特 环 . 

vi) 设 KK = C(z,y). 对 任意 f(z， 了 <E 天 ,在 z=0 附 近 有 洛 朗 
展开 f(z， ez ) = CrZ 十 cn+1ZnT+ 1 十 …, 其 中 cn 头 0. 令 v(f) = 一 nN. 
证 明 v 为 离散 赋值 . 

5. 设 民 为 环 而 户 ,… ,Pn € Spec(R) 使 得 P PP; (Vi 天 本. 
证 明 对 任意 理想 IC R, 若 IY Pi (Vi), 则 I PiU:….UP,. 

6. 环 R 中 的 一 个 元 a 称 作 需 等 的 , 如 果 a? = a. 证 明 对 任意 
理想 TC N(R), 投射 RR 一 R/T 诱导 从 电 的 等 等 元 集 到 R/T 的 器 
TR. 

. 设 4 为 域 上 上 的 有 限 生成 代数 且 为 整 环 ， 工 = q.f.(A), 
站 了 的 子 域 且 KK C 工 为 人 其 罗 华 扩张 ， RR = ANK. 假设 
对 任意 o € Gal(L/K) 有 co(4) = 4. 证 明丽 也 是 有 限 生成 的 有 - 代 
数 . (提示 用 定理 2.1 的 证 明 中 的 方法 ，) 

8. 设 4 为 域 k 上 的 有 限 生 成 代数 且 为 戴 德 金 环 ，L = q.f.(4)， 
K Dk 为 上 的 子 域 且 KK CL 为 作 罗 华 扩 张 ，RR= ANK. 证 明 RR 
也 是 戴 德 金 环 . (提示 :参看 习题 7 和 习题 .3.ii). ) 
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on ee na 


9. 利用 四 元 数 可 以 证 明 “ 四 平方 和 定理 ”, 即 任 意 正 整数 可 以 
表 为 4 个 整数 的 平方 和 . 试 按 下 列 步 又 给 出 完整 证 明 ; 

i) 设 Q@ 为 四 元 数 环 (参看 例 .1.2,iii) 及 习题 [1.2), R = Zli, j,k， 
ltitj+k] c @. 证 明 瓦 的 任意 左 理想 都 是 由 一 个 元 生成 ， 且 生成 元 
可 以 取 在 Zliyj,k] 中 .、 (提示 : 仿照 例 .2.1 的 方法 . ) 

ii) 证 明 对 任意 素数 p, 在 FF, 中 方程 2 十 她 十 1 二 0 有 解 . 

iii) 证 明 对 任意 素数 p, 存在 a € Zl[i, j,k] 使 得 |al”= p.，( 提 
示 : 仿照 习题 1 的 方法 ，) z 

iv) 证 明 对 任意 正 整数 n, 存在 a € Zl[i, j,k] 使 得 lal* = n, 故 
n 可 以 表 为 4 个 整数 的 平方 和 . 
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V. 准 素 分 解 


本 章 专 讨论 诺 特 环 与 模 . 


1. 伴随 素 理想 


设 MM 为 诺 特 环 RR 上 的 模 . 对 任 一 元 ze M, 记 AnnR(z) = 
， {a € Rlaz = 0}, 称 为 z 在 R 中 的 零 化 子 . 易 见 AnnR(z) 是 一 
个 理想 . 注意 此 时 z 生成 的 M 的 R- 子 模 Rz 涯 R/Annr(z). 记 
Annp(M) = {a € Rlaz = 0Yz € M), 它 也 是 一 个 理想 . 设 PcR 
为 素 理想 ， 若 存在 < M 使 得 AnnR(z) = P, 则 称 卫 是 M 的 一 
个 伴随 素 理 想 . 记 Assa(M) 为 M 的 所 有 伴随 素 理 想 的 集合 。 

设 ze MM 为 非 零 元 . 者 了 = AnnR(z) 不 是 素 理想 ， 则 在 在 
apcE 玉 一 了 使 得 age 这样“=ar 关 0 而 也 =AnnR(z') 了 
oj 2 IT. 车 卫 仍 不 是 素 理想 ， 重复 上 述 过 程 又 可 得 到 一 个 更 大 
的 等 化 子 ， 等 等 .由 ACC, 经 过 有 限 多 步 以 后 我 们 将 得 到 一 个 零 化 
子 是 素 理想 . 这 样 我 们 就 得 到 

引 理 1.1 对 任 一 非 零 元 ze M, 存在 a € R 使 得 AnnR(az) 为 
素 理想 .特别 地 ， 若 M 关 (0), 则 AssR(AM) 0. 

对 RR 的 非 零 元 a, 车 存在 M 的 非 零 元 x 使 得 az = 0, 则 称 a 
为 M 的 零 因子 . 由 引 理 1.1 立 得 

推论 1.1 M 的 零 因子 的 集合 等 于 。 U 已 - {0}. 


EAssR(Af) 
显然 车 M' 是 M 的 子 模 我 们 有 Assa(M') C Assr(M). 
命题 1.1 设 RR, 4 为 诺 特 环 ， 尹 : 尽 一 4 为 同 态 ，M AM AM 
为 R- 模 . : 
i 若 5 为 R 的 乘 性 子 集 且 $: 民 一 4 = S571R 为 典范 同 态 ， 
则 Assp(S-1M) = $(Assa(S$-1M)) = Assp(M)N {PI PNS=0. 
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刘 若 0 一 MDMI -0 为 正 合 列 则 Assn(UM) Cc 
Assp(M’') U Assp(M"). 

iii) 若 M 是 有 限 生 成 的 ， 则 Assra(M) 是 有 限 的 . 

iv) 若 M 是 有 限 生 成 的 而 已 是 包含 AnnRp(M) 的 素 理想 中 的 
极 小 元 ， 则 P € AssR(A1). 

v) 车 1M 为 4- 模 则 Assp(M) = 9(Assa(M)). 

证 . i) 显然 Assa(M)N{PIPNMS = 由 CoAssa(S-LM)) C 
Assk(S +!M). 设 x ES5-1M 使 得 Annag(x)= Pe Assk(S -1M), 
则 PMS = (否则 xz = 0). 设 z=s-im (On € M,s € 5),， 则 
Annr(m) C P. 若 Anng(m) 关 PP, 取 be P-Annp(m), 则 存在 s'€ 
5 使 得 s'bm = 0. 由 于 s' 4 P, 我 们 有 Anna(m) c AnnRp(s mn) C 已. 
用 sm 代替 m 再 重复 上 面 的 讨论 . 由 六 中 的 ACC, 经 过 有 限 多 步 后 
就 有 AnnR(m) = PR. 故 Assra(S-1*M)C Assp(M)N{PIPNS= 从. 

ii) 设 P € Asskp(M)， 取 m € M 使 得 Annk(m) = P， 则 
Rm 人 守 R/P 呈 MM. 若 RmN M’ #1(0), 取 mm € RmN(M'— (0)), 
则 Anng(m) = P, 故 Pe Assr(M'). 反之 我 们 有 Rm 呈 M", 故 . 
Pe Assp(M"). 

证) 由 ACC 我 们 可 取 一 串 子 模 (0) = Mo SA ES. SAM = 
M 使 得 Mi;/Mi_1 兰 R/R (Pe Spec(R),1 < i < n). 由 这 及 归纳 
法 得 Assk(M) < U Assa(Mi/M; 1) = {P,P,}. 


iv) 因 了 2 Anng(M) 我 们 有 Mp # (0) (否则 由 于 M 是 有 限 生 
成 的 , 可 取 a € RP 使 得 alM = 0), 故 由 引 理 1.1 有 AssR(Afp) 夭 1 
若 P'€ Assp(Mp), 则 显然 PD AnnR(CM), 而 由 让 ( 取 5=R~-P) 
有 P'E Assk(M) 且 P' CP, 故 由 PP 的 极 小 性 有 P'=P. 

v) 显然 Assp(M) 2 8(Asssa(M))， 设 m e M 使 得 
Annrk(m) = p € Assrk(M), 则 了 = Anna(4m) 2 pA. 由 iii) 及 
iv), 4 中 包含 了 的 素 理 想 中 只 有 有 限 多 个 极 小 元 , 设 为 Pl,… ,Pi; 
而 且 Pi,… ,PEe Assa(Am) C Assa(M). 故 (PiN.…N PI = 
N(R/T). 我 们 来 证 明 至 少 有 一 个 i 使 得 971(P) = p. 若 不 然 ， 取 
ai € $7 (PP) —p (1l<i<n), MJ 存在 7 > 0 使 得 $(a1:…an)” Ee 耳 
故 (a1…an) ”E91(1) = Annkp(Am) = p, 矛盾 . 证 毕 . 
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例 1.1 由 推论 1.1 和 命题 1.1.iv), Assk(R) = {P} 当 且 仅 当 书 
为 RE 的 极 小 素 理 想 且 R 的 零 因 子 都 在 P 中， 换言之 , 车 ap = 0 
目 az0 则 be P. 此 时 P=N(R), 因为 P 是 R 的 唯一 极 小 素 理 


2. 模 的 准 素 分 解 


定义 2.1 设 M 为 R- 模 而 @ C M 为 子 模 . 若 Assa(M/8) = 
{P}, 则 称 @ 为 P- 准 素 子 模 (车 M = RR 则 称 @ 为 P- 准 素 理 
想 ). 一 个 子 模 入 C M 的 准 素 分 解 是 一 个 等 式 N = Qin. ne 
其 中 Q1,… ,Qn 为 M 的 准 素 子 模 ; 车 Assp(M/Qi) 互 不 相同 且 
Qi 7 0 8; (1 < i < n), 则 称 该 准 素 分 解 为 无 商 的 . 

了 


任 一 准 素 分 解 N = Qin …:nQ@。 都 可 以 简化 为 无 鞠 的 分 解 ， 
首先 去 掉 多 余 的 8; ( 即 Q; > 站 9j); 其 次 注意 若 Qi Q; (i 六 
7 天 : 


都 是 P- 准 素 的 ， 则 Q@; mn Qi 也 是 P- 准 素 的 ， 这 是 因为 存在 单身 
M/Qi Ne8; 一 M/Qi@M/Q; 且 由 命题 1.1ii) 有 Assk(M/Q; @ 
M/Q;) = {P}. 

定理 2.1 车 M 是 有 限 生 成 的 R- 模 ， 则 任 一 子 模 和 NG MM 都 
有 无 竟 准 素 分 解 . 车 Assk(M/N) = {PP,… , 咏 }, 则 NV 的 任 一 无 
蒙 准 素 分 解 形 如 入 = Qin.…n en, 其 中 (车 对 诸 @; 适当 排序 ) @; 
为 忆 - 准 素 的 (1 < i < n). 此 外 ,， 若 已 是 AssR(M/N) 中 的 极 小 
元 ， 则 &; 由 入 唯一 决定 . 

证 . 用 MI/N 取代 MM, 即 可 设 N=0. 设 Assk(M)={P,:… ,只 ,}. 
对 任 一 Pi, 令 Qi = {QC MIP; 4 AssR(@)}, 则 名; 关 0, 故 由 ACC 
全: 有 极 大 元 , 取 其 中 一 个 记 为 Qi 由 于 Pi € Assk(M)— Assp(Q:i), 
由 命题 1.1.i) 可 知 已 Assp(M/Qi). 另 一 方面 若 ; 关 i 则 P; 4¢ 
AssR(M/Q@i), 因 否则 存在 me M/Q; 使 得 AnnR(m) = 已 , 于 是 由 
命题 1.1.ii 可 知 Rm 在 M 中 的 原 象 QeRni 但 Q@2Qi, 与 Qi; 的 
极 大 性 矛盾 .由 此 得 Assk(M/8;) = {Pi}, 即 Qi 是 书 - 准 素 的 . 显 
然 有 门 @; = 0, 因为 它 没有 伴随 素 理想 ( 见 引 理 1.1)! 
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没 0= 站 @: 为 另 一 准 素 分 解 ， 其 中 @! 为 已- 准 素 , 则 有 单身 
FM @ M/Q,, 故 由 由 命题 1L.1i0 有 Assg(M) C {P',.… ,P'}. 
由 此 也 看 出 前 述 准 素 分 解 0 = 门 @; 是 无 次 的 . 若 某 个 Pi 4 AssR(M)， 


则 有 f(M) n (M/Q?) = 0 (因为 它 没 有 伴随 素 理想 ), 故 有 M 一 
针 M/Q, 因而 门 8; = 0, 即 Q; 在 准 素 分 解 中 是 可 以 去 掉 的 


最 后 ， 若 P; 是 AssR(AM) 中 的 极 小 元 ， 则 对 任 一 7 冯 i, 由 命 
题 1.1.i) 有 Assk((M/Qj)p,) =0, 从 而 (M/Qj)P; = 0. 故 有 Mbp, 全 
(M/Qi)p,. 由 于 AM/Qi; 的 零 因子 都 在 Pi 中 , 有 M/Q; 一 (M/Qi)p,， 
此 Qi; = ker(M 一 AMP). 证 毕 . 

例 2.1 若 M = R, 则 由 例 1.1 可 知 一 个 理想 @ 是 P- 准 素 的 当 
且 仅 当 存 在 > > 0 使 得 P" CQ 且 对 任意 a€E R 一 P,be RR 一 Q@ 有 
ab 4 Q. 而 命题 1.1.iv) 说 明 R 的 极 小 素 理想 都 是 伴随 素 理想 ; 命 
题 1.1. 四 ) 则 说 明 AssR(R) 是 有 限 集 ， 因 而 RR 只 有 有 限 多 个 极 小 素 
理想 .定理 2.1 说 明 R 的 任 一 理想 等 于 有 限 多 个 准 素 理想 的 交 . 

例 2.2 定理 2.1 是 定理 和 .3.2 的 推广 : 若 ER 为 戴 德 金 环 而 I 
为 RR 的 非 零 理 想 ， 则 由 命题 1.1.iv), AssR( 忆 /站 恰 由 所 有 包含 工 的 
极 大 理想 组 成 ， 故 一 个 非 零 理想 @ 为 已 - 准 素 的 当 且 仅 当 已 为 包含 
Q@ 的 唯一 极 大 理想 ， 此 时 @ 必 为 的 寡 ( 见 定理 人 V.3.2 的 证 明 ); 
而 由 定理 3.1 在 无 歼 准 素 分 解 中 的 准 素 理想 的 交 等 于 它们 的 积 . 

例 2.3 设 上 是 域 而 R = klzx,y/(x?,zYy), 则 Assp(R) 
{Pi, 忆 }, 其 中 万 = (zx), P= (zy 我们 有 两 个 准 素 分 解 0 = 
(zinf(z2,zyz2) 和 0 二 (zx)N(z2,zy, 访 ). 由 此 可 见 一 个 RE- 模 2M 的 
伴随 素 理想 可 以 不 是 包含 AnnR(af) 的 极 小 素 理 想 ， 这 种 伴随 素 理 
想 称 作 岩 入 的 素 理 想 ; 而 在 准 素 分 解 中 相应 于 嵌入 素 理想 的 准 素 子 
模 的 取 法 一 般 不 是 唯一 的 . 

推论 2.1 若 M 是 有 限 生 成 的 R- 模 ， 则 存在 M 的 过 滤 0 = 
A CAC-..CM, = M 使 得 Mi/Mi.1 守 IT/P; (1<i<n), 其 
中 P; € Assk(MM) 而 I C RR 为 包含 Pi 的 理想 . 
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证 . 令 二 Anna(M), R = R/I, 则 M 可 以 看 作 忆 - 模 . 
设 PC R 为 包含 了 的 极 小 素 理想 ， 则 Ri 为 阿 廷 环 (参看 习题 
4), 故 lIR(Mp) = lkR'(Mp) < co, 且 存 在 尺 - 满 同 态 Mp -区 = 
R%/PR%。b, 这 给 出 非 平凡 同 态 f : M 一 K. 令 MI = ker(f), 则 
lr(Mp) < lkR(MPp). 由 于 f(M) 是 有 限 生 成 的 R- 模 ， 存 在 te K 使 
得 f(M) C Rt. 我 们 有 已 模 同 构 Rt 全 R/P, 而 f(M) 在 此 同 构 之 
下 对 应 于 R/P 的 一 个 理想 1'. 令 I' 在 RR 中 的 原 象 为 I, 则 有 正 合 
列 

0—>M’-M-I/P—0 


车 Mp 关 0, 用 M 代替 M 再 重复 上 述 过 程 、 由 对 LR(Mp) 的 
归纳 法 ， 经 过 有 限 步 后 所 得 到 的 M 将 满足 Mp = 0, 从 而 PP 4 
AssR(1M'). 再 对 AssR(M) 的 元 素 个 数 用 归纳 法 ， 即 可 构造 出 所 需 


习 题 


1. 设 尺 为 域 ， R= klz,y,2z|/(z? — zy), P = (zx,2z) € Spec(R). 
证 明 P? 不 是 准 素 的 . 

2. 设 有 为 诺 特 环 ,， JM 为 有 限 生 成 的 R- 模 . 设 (0) =Qmn pnQ， 
为 (0) C M 的 准 素 分 解 ,其 中 Qi 为 已 - 准 率 的 (1 i n). 证 明 : 

i) 车 n 二 1, 则 Anna(M) 是 准 素 的 . 

ii) 对 任意 PeSpec(R), (0)C Mp 具有 准 素 分 解 pldp (OP 

3, 设 RR 为 诺 特 环 ，P € Spec(R) 而 $:R 一 Rp 为 典范 同 
-本 

i) 证 明 $ 诱导 一 一 对 应 

{Rp 中 的 PRp- 准 素 理想 } 4 {R 中 的 已 - 准 素 理想 } 
特别 地 ， 若 PP 是 极 小 的 ， 则 9 诱导 一 一 对 应 
[Rp 的 理想 } > {R 中 的 P- 准 素 理想 } 
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ii) 设 PY = 6-1(P"Rp), 称 为 P 的 n 次 符号 圭 . 证 明 Po 为 
- 准 素 理想 ， 且 出 现 于 Pr 的 任 一 准 素 分 解 中 . 给 出 一 个 不 是 符号 寡 
的 准 素 理 想 的 例子 . 

4. 证 明 : 一 个 诺 特 环 是 阿 廷 环 当 且 仅 当 其 素 理想 都 是 极 大 的 . 

5. 设 R 是 诺 特 整 闭 整 环 而 不 是 域 ， 证 明 下 述 条 件 等 价 : 

i) RR 的 非 零 素 理想 都 是 极 大 的 ; 

ii) R 的 每 个 非 零 元 仅 含 于 有 限 多 个 理想 中 

iii) RR 为 戴 德 金 环 . 

6. 设 忆 为 无 窜 零 元 的 诺 特 环 . 证 明 R 的 伴随 素 理想 都 是 极 小 
的 ， 

7. 举例 说 明 在 推论 2.1 中 ， M 的 过 滤 的 因子 一 般 不 由 M 唯 
一 决定 ， 而 且 一 般 不 能 要 求 五 = R. 
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VI. 张 量 积 


本 章 中 的 环 均 为 有 单位 元 的 交换 环 . 


1. 张 量 积 的 定义 与 基本 性 质 


设 M,N, 工 为 环 RR 上 的 模 . 记 (M,N) 为 所 有 元 素 对 (m,n) 
(m € M,n EeE N) 的 集合 . 一 个 映射 f : (M,N) 二 工 称 为 R- 双 线性 
的 , 如 果 对 任意 m,mi,m2 < M, n,ni,n2 € N,aE 民 有 

iD fmitm2,n) = fm ntf m2,n), fm, ntn2) = fm,m) 
+f (m,n2); 

ii) f(am,n) = f(m,an) = af(m,n). 

域 上 回 量 空间 上 的 二 次 型 , 环 上 的 "xs 和 矩阵 与 sxt 矩阵 的 乘法 
都 是 双 线 性 映射 的 例子 . 若 人 为 R- 代 数 而 及 :M 一 T,fp:N 二 了 T 了 
为 RE- 模 同 态 ， 则 f(m,n) = 及 (m) : fz(n) 也 定义 一 个 R- 双 线性 映 
射 . 

若 f 只 满足 i)， 则 我 们 称 f 为 双 线 性 的 , 这 等 价 于 歼 双 线性 
的 . 
记 R(M'N) = 中 RR (可 以 理解 为 (AM,N) 中 所 有 元 素 自 


(m,n)eE(M,N) 
由 生成 的 模 ， 其 元 素 可 以 形式 地 写成 (M,N) 中 有 限 多 个 元 在 R 上 
的 线性 组 合 ). 任 一 映射 了 : (M, V) 一 工 显然 可 以 唯一 地 扩张 成 一 
个 RR- 同 态 fr : RMN) 一 工 . 令 天 为 RON) 中 由 所 有 下 述 元 素 生 
成 的 子 模 (其 中 m,mi,m2z E M,n,ni,n2z €N,a€R): 
(ma + m2,n) 一 (m1,n) 一 (m2,n), 
(m,n1+ n2) ~ (m,ni) ~— (m,n2), (*) 


(am,n) — a(m,n), (m,an) — a(m,n) 


.45. 


则 显然 j 是 双 线 性 的 当 且 仅 当 fa(K) = 0. 此 时 je 诱导 民 同 态 
三民/ 开 一 工人 令 9:0M,N) 一 了 为 诱导 (典范 ) 映射. 于 是 
我 们 有 

引 理 1.1 7 具有 如 下 泛 性 ， 对 任意 R- 模 工 及 任意 R- 双 线性 
映射 f: (M,N) 一 工 , 存在 唯一 R- 同 态 :TT 一 上 使 得 f= fo9. 

我 们 称 了 为 M 和 NN 在 RR 上 的 张 量 积 , 记 为 M @R N. 引 理 
1.1 给 出 张 量 积 的 外 在 定义 ， 对 任意 me MneAN, 记 omm) = 
mB@Brn. 显然 MG@RAN 作为 一 个 阿 贝尔 加 群 由 所 有 m8@Rn 生成 . 车 
f:M— Mg:NoN 为 R- 模 同 态 ， 则 (m,n) 一 f(m) @R g(n) 
(me M,n EN) 定义 一 个 R- 双 线性 映射 (M,N) 一 M' 8R NN', 从 
而 诱导 RR- 同 态 M BR N  M' 8a N', 我 们 记 这 个 同 态 为 f @R g. 

特别 地 ， 两 个 阿 贝 尔 加 群 M,N 在 Z 上 的 张 量 积 MB@zAN 将 简 
记 为 MB@NN, 称 为 M 与 N 的 张 量 积 . 故 MB@N 具有 如 下 泛 性 : 对 
任意 阿 贝 尔 加 群 工 及 任意 双 线 性 映射 f : (M,N) 一 工 ,存在 唯一 同 
态 f :Me@N 一 工 使 得 上 = 六 ob 这 里 bg:UN) 一 MGQ@RN 为 典 
范 上 映射 . 若 M, N 为 忆 模 , 则 由 MB@N 的 泛 性 易 见 MB@N 有 如 下 
R- 模 结构 ， a(m @n) = am@n (aeRmeAMmeAN) (这 称 作 左 
R- 模 结构 ， 当 然 还 有 右 R- 模 结构 ), 从 而 投射 P: MB@N 一 MORPN 
为 R- 满 同 态 ， 由 引 理 1.1 不 难 验 证 K = ker(p) (作为 一 个 阿 贝 尔 加 
群 ) 由 所 有 am @n 一 m@an (a € R,m€ M,nE€EN) 生成， 这 给 出 
M BRN 另 一 个 内 在 定义 , 即 M@RN= Me®N/K. 

命题 1.1 设 尽 ,4 为 环 ， AM 为 R- 模 . 

i) R@R MM. 

i) 者 N 也 是 R- 模 ， 则 M@rRN 宇 NB@RM. 

iii) 若 和 ,Nz 为 R- 模 , 则 (N11@BN2)8BaM 守 NiBRM@Na@RM 
( 即 张 量 积 与 直 和 可 交换 ， 这 对 任意 多 个 模 的 直 和 也 成 立 ). 

iv) 若 入 为 R- 模 ，N, 工 为 4- 模 , 且 RR 与 4 在 和 NN 上 的 作用 可 交 
换 ( 即 对 和 任意 n EN,reE RaE€ 四 有 r(an) = a(rnm)), 则 有 (R, 4- 双 
模 同 构 ) (M BRN)&aL 人 Mr(N®aL); Homa(M ®RN,L) 
HomR(M,Homa(N,L)) (注意 M BR NN 具有 4- 右 模 结 构 ). 
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Yv) 设 4 为 R- 人 代数，N 为 4- 模 , 则 (MG@RP4)BAaAN 关 MBGRN: 
Homa(M,N) ¥ Homa(M ®R A,N). 
vi) 车 N 为 有 限 生 成 的 投射 R- 模 ， 则 


Homar(N, M) Homa(N, R)®Rr AL 


vi 著 N NAN" -0 为 R- 模 的 右 正 合 列 ， 则 


M BRN’ -Sa MBRN 一 Sa MRNA 0 (1) 
也 是 右 正 合 的 . 

viii) 设 4=RTTC 玉 为 理想 )) 则 M &@R 4 人 空 M/IM; 若 
M,N 为 4- 模 则 MG@RANS 关 MGQ@4N. 

ix) 设 5S 是 民 中 的 乘 性 子 集 而 A4=571R, 则 M@rA 守 S71M; 
若 M,N 为 4- 模 则 MQ@RNSMQ@A4AN. 

证 . i) 至 二 ) 都 很 容易 ， 留 给 读者 作为 习题 . 

iv) 对 任意 m EeE Mn EN,reL, 令 (m,n) = mBR(NndAr) EE 
M BR(N Ba5), 易 见 这 定义 了 一 个 R- 双 线性 映射 户 : (M,N) 一 
M BR (N @A 4 上), 故 诱 导 RR- 同 态 Fo: M BRN 一 M @r(N ®aL). 
令 F(m BR n,7) = i(m BR n), 则 易 见 这 定义 了 一 个 4- 双 线性 
映射 天 : (MM 8BRkR N,L) 一 M 8R (和 N Ba ), 从 而 诱导 (R, 4- 双 
模 ) 同 态 (M 8BR N) 84 上 一 M 8R (N @a 上 ); 同 理 我 们 有 同 态 
MBR(N@AL) (MO@RN)®aAL, 有 旦 易 见 这 两 个 同 态 是 互 逆 的 . 
若 (M BR N)®aLM Rr(N GaL). 

设 g E Homr(M,Homa(N,L)), 令 ym,n) = g(m)(n) (me 
M,n € N), 则 显然 Y 是 双 线 性 的 ， 故 诱导 ( 阿 贝 尔 加 群 ) 同 态 G : 
M BN 一 L， 此 外 对 任意 7 € R 有 g(rm)(n) = g(m)(rn),， 故 
G(rm@n—m®rn)=0. 由 上 述 张 量 的 第 二 个 内 在 定义 ，G 诱导 
1 :MB@RN 二 上, 且 显 然 是 4- 线 性 的 , 即 T € Homa(Me@RrN,L). 
反之 , 若 T€ Homa(M @RN,LL), 令 g(m)(n) =T(mB8Rn), 则 易 见 
g(m) E Homa(N,L), 从 而 gE€ Homr(M,Homa(N,L 上 L)). 这 样 g 吓 
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了 职 给 出 一 一 对 应 Homa(M BRN,L) 二 Homr(M, Homa(N, LL)), 
不 难 验证 这 是 RR, 4- 双 模 同 构 . 

由 让 和 iv) 有 (MB@BRA)BaN 宇 MBR(ABAN)S MORN; 
Homa({M,N)S Homr(M, Homa(A, N))E Homa(M BR A,N). 

vi) 因为 投射 模 是 自由 模 的 直 加 项 ， 由 这) 这 归结 为 NA 是 有 限 
生成 的 自由 模 的 情形 ， 而 这 又 归结 为 六 = 五 的 显然 情形 . 

vii) 对 任意 R- 模 工 , 由 引 理 I.3.1 我 们 有 左 正 合 列 


0 一 Homa(N’,L) —» Homa(N,L) — Hompr(N',L) 
从 而 有 左 正 合 列 


0 — Homa(M,Homa(N’,L)) — Homa(M, Homp(N,L)) 
— Homg(M,Homa(N’, L)) (2) 
由 iv) 可 将 (2) 改写 为 


0 Homp(M BRN'",L) = Homr(M BR N,L) 
—» Homr(M Q@R N',L) 


故 由 引 理 1.3.1 可 知 (1) 是 右 正 合 的 . 
vii) 我 们 有 (RR- 模 ) 正 合 列 0 一 工人 一 六 一 4 一 0, 故 由 vii) 及 
i) 有 右 正 合 列 


MOOrRI— M— MEOFrRA->0 


易 见 M BRT 在 M 中 的 象 为 IM, 故 M8rRA4 实 MI/IM; 若 M,N 
为 4- 模 , 则 由 v) 有 MGQRNS(MQR4)BQ4N SS 关 (MATMTGAN S 
M BAN. 

ix) 若 工 为 R- 模 而 f : (M,4) 一 工 为 豆 双 线性 映射 ， 则 
由 局 部 化 的 定义 易 见 f 诱导 唯一 R- 同 态 f : S-1M 一 工 使 得 
f(s mm) = f(m,s ) (mE M,s € 5), 从 而 由 张 量 积 的 外 在 定义 
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有 5S-IMSMQR4 若 MIN 为 4- 模 则 由 有 MG@RNS 
(M®@r A)BANSE(S TM)LGANS MGaAN. 证 毕 . 

例 1.1 张 量 积 的 计算 一 般 说 来 是 不 简单 的 ， 而 命题 1.1 对 于 
这 种 计算 很 有 用 . 例如 由 让) 和 1 可 知 Rem CR RE" 宇 RE™m", 而 
由 vii) 可 知 QQ@2Z/2Z QQ/2Q = 0. 

例 1.2 车 4,B 为 R- 代 数 ， 则 A@Rk B 具有 民 代 数 结构 ， 其 
乘法 由 (a B&R b)(a’ BBR5) = aa’ 8R bb' 给 出 (不 难 验 证 这 个 定义 有 
意义 ， 但 注意 由 例 1.1 可 见 A @&R B 有 可 能 是 零 环 ， 注意 A@RB 
与 4 x B 的 区 别 ). 此 外 有 典范 (R- 代 数 ) 同 态 i:A4 一 A8@RB 
及 7 了 7:B 一 4 Br B, 分 别 由 il(a) = 二 a8rR1l1l 及 I(b) = 18%rRb 给 
出 . A&r B 具有 如 下 泛 性 : 对 任 一 R- 代 数 C 及 任意 R- 同 态 
1 4 一 CC 一 CC 存在 唯一 R- 同 态 8:A%rB 一 CC 使 得 
? 二 joi,7 = 807. 一 个 特殊 情形 是 4G@RRizjs 关 4[z]. 

例 1.3 对 任意 环 BR 我们 可 以 用 下 面 的 方法 构造 内 射 R- 模 : 
令 G 为 内 射 ( 即 可 除 ) 阿 员 尔 加 群 ， 则 wN = Hom(R,G) 作为 严 模 
是 内 射 的 ， 这 是 因为 对 任意 R- 模 单 同 态 M' 一 M, 由 命题 1.1.iv)， 
i) 有 

Homa(M,N) Homz(M,G) ~»Homz(M’,G) 
兰 Homg(M',N) 


显然 内 射 模 的 直 积 仍 是 内 射 模 ， 从 而 任 一 RR- 模 M 可 以 嵌入 一 个 内 
射 RE- 模 : 对 任 一 元 m € M 取 可 除 阿 贝尔 加 群 G (可 取 G=@Q 或 
G = Q/Z) 及 单 同 态 Zm ->》G, 它 可 扩张 成 M 二 G, 由 命题 1.1.iv) 
这 等 价 于 一 个 R- 模 同 态 fi : M 一 Nm = Hom(R,G), 且 fm|zm 是 
单 射 ， 故 有 RR- 单 同 态 M > 了 Nm. . 


me 


2. 张 量 代数 


对 任 一 R- 模 M 及 任 一 正 整 数 n， 由 命题 1.1.iv) 我 们 可 以 
定义 n 个 M 的 找 贝 在 及 上 的 张 量 积 M BR … BR MM 简 记 为 
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SA” (或 TR(MD)), 且 记 M8r? = RR 令 TR(M) = @ Mrn, 


则 TE(M) 具有 (一 般 说 来 非 交 换 ) R- 代 数 结构 ， 其 乘法 由 ma CR 
G@RrmrrrrGp BRMs) 二 miBr'. 8Rms 给 出 ， 称 作 MM 
在 RR 上 的 张 量 代数 ,而 其 中 M3a" 的 元 称 作 n 阶 ( 共 变 ) 张 量 . 

在 M%a* 上 有 一 个 n 阶 置换 群 6,, 的 置换 作用 p (置换 张 
量 积 M3a” 的 因子 ), 我 们 将 Mean 中 在 p 下 不 变 的 元 称 作 对 称 
张 量 . 令 N 为 由 所 有 t+ 一 ot te M3rn og € Gn) 生成 的 R- 子 
模 ， 称 SR(M) 兰 Menn"/N 为 M 的 n 次 对 称 积 (这 也 可 以 理解 为 
Si(M)= 人 即 G, 在 Mesa 上 的 作用 的 商 ). 

令 SRT(M =- @ SR(M), 则 TR(M) 的 R- 代 数 结构 诱导 SR(M) 


的 一 个 RR- 交 换代 数 结构 ， 称 作 M 在 丸 上 的 对 称 代数 . 易 见 SE( 和 M) 
衬 TR(M)/I, 其 中 了 为 所 有 m BRm’ 一 ml BR E Me®a? (m, 
m’ € M) 生成 的 理想 . 

另 一 方面 ， 令 J C TR(M) 为 所 有 和 BRmmeEeMen2 (mE€ M) 
生成 的 理想 ， 称 和 Rf(M) = TR(M)/J 为 M 在 R 上 的 外 代数 . 易 
见 有 分 解 和 ^*(M) = @B RM), 其 中 和 AR8(M) 为 TR(M) 的 象 ， 称 


为 M 在 RR 上 的 n 次 外 积 通常 用 ^ 表示 A“(M) 中 的 乘法 ， 即 
车 t,t € TRCM), w,w 分别 为 t,t 在 和 人 R(M) 中 的 象 ， 则 t@Rt 
在 和 人?*(M) 中 的 象 记 作 由 入 ww 注意 对 任意 m,m’ € MrmQ@Rm' 十 
mRaMm= (mim BRMFMm) -mGRM—MORM € 了 故人 (CI) 
为 R- 反 交换 代数 ( 即 对 任意 mm EM 有 mA 人 m =m Am, 从 
而 对 w E 人 RCM),w € AR(M) 有 WwAw = (~1)"”*w 人 入 w). 易 见 
An(M) 空 M3r?/N', 其 中 子 模 N' 由 
{mi BR BRMAMmI, ,mn €E M, 且 存在 2(1 <i<n) 
使 得 rmi = mri} 

生成 ， 注意 6 在 Ms" 上 还 有 另 一 个 作用 9: 若 oo < Gn 是 偶 
置换 则 89(o,t) = plo,t), 否则 9(o,t) = -p(o,t)， 我 们 将 Ma" 
中 在 8 下 不 变 的 元 称 作 到 称 张 量 ， 不 难 验 证 当 2 € RR 是 单位 时 
AR(M) 兰 M3arn)g. 
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例 2.1 设 M= Re" 而 mi … ,mn 为 M 在 民 上 的 一 组 自 出 
生成 元 , 则 TR(M) 为 mi,… ,ma 在 R 上 生成 的 自由 代数 ( 即 生成 
元 之 间 没 有 定义 关系 ), 而 SX(M) 同 构 于 多 项 式 代数 RIz1,… ,zn 
( 故 对 称 代数 是 多 项 式 代数 的 推广 ) 由 此 可 见 TR(M) 是 秩 为 n” 的 
自由 RR- 模 ， SR 是 秩 为 ( 叶 全 ) 的 自由 RR- 模 . 而 和?(M) 具有 一 组 
自由 生成 元 mi 人 :Ami (< < 故 当 mr 区 交 时 和 芝 (RT) 
是 铁 为 (") 的 自由 尼 模 而 当 ”> 时 A8(M) = 0 特别 地 
AR(M)ESR. 


习 题 


1. 设 M,N 为 屎 模 其 中 AM 为 有 限 生成 的 投射 模 . 设 3 为 
R 的 乘 性 子 集 . 证 明 


S™!Homa(M, N) 洋 Homs-ip(S Ad S-IN) 


先 考 虑 M 为 日 由 模 的 情形 . ) 
. 设 了 :MM 一 NN 为 R- 模 同 态 ， 证明 对 任意 正 整 数 n, f 诱导 
R- 六 SB(f) : SE(CM) — SB(N) 及 人 Bf :人 RM 一 ABN. 此 外 ， 
若 /为 满 射 ， 则 53(f) 与 人 (1) 亦 然 
3 设 M 是 秩 为 n 的 自由 RE- 模 . 
i) 证明 存 在 同 构 AFM 室 Homp( 人 人 pM,A%M) (0 <r<n). 
ji) 设 fc EndR(M), 则 对 M 的 任意 取 定 的 一 组 基 ， f 可 表 
为 严 上 的 一 个 寻 x 寻 和 窍 阵 工 . 证明 人 $f 就 是 用 det(T) 乘 . 这 给 出 
行列 式 的 一 个 上 月 然 定 义 . 
4*. 设 apic'd 为 交换 环 RR 的 元 ， 证明: 
a’ 3a*b 3ab* 六 
a2ce az2d 二 2abc bic+2abd 52d a bl 


ac? be? +2acd ad? 十 2bcd ba* le dad 
ce 3c2d 3ca? ds 
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其 中 左边 行列 式 的 第 i 行 由 (az 二 bjs7'(cz 十 qd) ! 按 xz 的 震 展 开 
的 各 项 系数 组 成 ， (提示 : 利用 习题 3. ) 

5*. 设 M 为 有 限 生 成 的 ER- 模 , 设 mi,… ,mn EM 为 MM 在 RR 
上 的 一 组 生成 元 . 令 F(M) C R 为 由 所 有 det(ai) 生成 的 理想 ， 其 
中 aijy€ER(lI<i,I<n) 满足 2, aijmj; 二 0. 称 FF(M) 为 M 的 菲 迁 
理想 . 

i) 令 了: R98" -> MM 为 将 Re@” 的 生成 元 分 别 映 到 mm ,mn 
的 同 态 ， 而 扩 = ker(f). 证 明 F(M) 等 于 人 KK 一 人 RE" 全 民 的 

ii) 证 明 F(M) 与 生成 元 mi,-… ,mn € M 的 选择 无 关 . ( 提 
示 : 利用 习题 1.15. ) 

ii) 证 明 Annp(M) CF(M) CAnnR(M) (车 MM 由 nn 个 元 生 
成 ). 

iv) 若 Annk(M)==0, 则 MM 称 作 忠实 的 .证 明 (M. Stokes 引 理 ): 
设 M 为 有 限 生成 的 忠实 R- 模 而 和 N 为 任意 R- 模 ， 则 

a) 若 M8@rN=0 则 N=0; 

b) 若 Homk(M,N)= 二 0 则 N=0. 

6*. 设 上 ,LL' 为 域 的 子 域 ，KK = LNL,L,L 为 K 的 有 限 扩 


i) 设 工 或 L' 为 及 的 伯 罗 华 扩张 . 证 明 L@kL 宕 LL CF 


ii) 车 仅 假设 工 或 L' 是 K 的 正规 扩张 , 是 否 仍 能 保证 ZKz 全 
LL'CF? 
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V 开 . 平坦 性 


本 章 中 的 环 均 为 有 单位 元 的 交换 环 . 


1. 平坦 模 与 平坦 同 态 


设 M 为 环 RR 上 的 模 从 命题 VI1.1.vii) 我 们 看 到 @RA 保持 
右 正 合 性 ， 但 它 一 般 不 保持 左 正 合 性 ， 换 言 之 , 车/ :N' 一 NN 是 
R- 模 单 同 态 ， ff BR idxm : N'8RkR M 一 NBR M 未 必 是 单身 例 
如 对 ZZ- 模 单 同 态 .2 : 纪 一 Z 作 @Z/2Z 则 得 零 同 态 Z/2Z -也 /2Z. 
若 @RM 保持 左 正 合 性 , 则 由 于 任 一 正 合 列 可 以 拆 成 多 个 短 正 合 列 
(习题 I11), 8RM 保持 正 合 性 . 

定义 1.1 若 @RM 保持 正 合 性 ， 则 称 M 在 R 上 是 平坦 的 ， 
或 R- 平 坦 的 . 我 们 称 M 在 RR 上 是 忠实 平坦 的 ( 简 记 为 ff.), 如 果 
任 一 R- 模 同 态 列 N' 一 N 一 N” 是 正 合 当 且 仅 当 NG@RM 一 
NBRM 一 N” BR M 是 正 合 . 设 f:R 一 4 是 环 同 态 若 4 作 
为 R- 模 是 平坦 的 (或 ff.), 则 称 f 是 平坦 的 (或 ff.), 且 称 4 是 平 
坦 (或 ff.) R- 代 数 . z 

例 1.1 由 命题 VI1.1.i) 可 知 RR 本 身 作为 R- 模 是 ff., 而 命题 
VL1.1.ii) 说 明 平 坦 模 的 直 和 与 直 加 项 都 是 平坦 的 ， 由 此 可 见 投射 
模 都 是 平坦 的 (但 不 一 定 是 ff., 例如 当 民 R= Ri x Rs 而 Ri,R2 均 
非 零 环 时 ， Ri 是 投射 R- 模 但 非 ff.). 另 一 方面 ， 由 上 所 述 Z/2Z 
不 是 纪 平 坦 的 ， 更 一 般 地 ， 若 理想 了 GC R 中 含有 非 零 因子 的 非 零 
元 ， 则 R/T 作为 R- 模 不 是 平坦 的 .我们 下 面 还 要 看 到 不 属于 这 种 
“有 挠 ”情形 的 非 平 坦 模 的 例子 . 

命题 1.1. 对 于 任 一 环 R 上 的 模 M, 下 述 条 件 等 价 : 

i) M 是 R- 平 坦 的 ; 

i) 对 任 一 有 限 生成 的 理想 1C R, 18R M TM 是 同 构 ; 

ii) 对 任 一 理想 TC R, T&Rk M -IM 是 同 构 ; 
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iv) 对 任意 ai E R,mi; EM (1 <i<7), 若 aimi = 0, 则 存 


i 二 ] 
在 bi; € R,n;E€EM(1<7<s) 使 得 ,aibi; = 二 0(1<7<s) 且 
zt 一 工 

ni; 一 >、 bin; (1 < 1 < r). 

j=1 

证 之 iv): 定义 一 个 同 态 上 : Rer 、， 玉 f(z1,.…. ;21) = 
aiz1l 十 -十 arzr， 且 令 K = ker(f). 则 ®RM 给 出 正 合 列 0 一 KR 
M 玫 M9" 全 M, 其 中 fm = f@8rRidm. 由 于 fm(my… ,mr)=0,， 
我 们 有 (m1,: , Ty) 己 Kk WR M, 故 不 妨 设 


(m1i,.…- ,mr) = 》 cy OR 7 (1) 
3 一 1 


其 中 ny 二 AT ， Cy; 一 (b1;,*…- , Or; ) € K, 故 flc;) 一 0, 即 >》 ， Qipij 一 (0 
4 一 上 


(1 <j < 9). 比较 (1) 式 两 边 各 分 量 得 mi = 羡 bm (1 <i<7) 
交 


iv) 伪 ii): 只 需 验 证 7TQR MTM 是 单 射 . 对 任意 al，…… ,ar E 
Tmi,:.. ,mr € M, 若 > ，Qi77zi 一 0， 则 存在 b;; € RR, n; € M 


+=1 
(1 < 7 < s) 使 得 Sab;=0(0<j<s) 有 m= 5 bisn; 
4 一 37 一 1 
(1<1i<r), 故 Sai BR Mi = (VY aibij) BRn; =0. 
1=1 j=1 i=1 
iii) 全 车 显然 
ii) 伪 0): 我 们 要 证 明 对 任意 R- 模 单 同 态 f :NN' 一 N, fm = 
fenpidw : N' BR M 一 N 8BR M 也 是 单 同 态 ， 首 先 注 意 ， 我 们 
只 需 对 N,N’' 是 有 限 生 成 的 情形 证 明 即 可 ， 这 是 因为 若 fw 不 是 
单 射 ， 则 存在 有 限 多 个 元 ml ,mr eni ,n. EN 使 得 
Ozn@em++nr BRM EN GORM 而 rrlG@R7nI 十 … 十 
mr BR Mmr) = 0, 换言之 (nirni) e RIN'M) 可 以 表 为 有 限 多 个 形 
t=1 


如 VI.1 (*) 式 中 的 元 的 线性 组 合 ， 在 这 些 元 中 出 现 的 N 中 的 元 和 
Ry Nr 一 起 生成 N 的 一 个 子 模 Ni; 令 Ni C 和 为 他 1 ,Nr 
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生成 的 子 模 ， :Ni 一 AN 为 了 的 限制 ， Phw = 有 BR idm，, 则 在 
NGRpM 中 有 mg@nprmli+.……+nrBeRrnr 天 0( 因 为 它 在 NG@R AM 
中 的 象 非 零 ) 而 im (ni8BRmi 二 +… 十 nr BRMmr) = 0, 故 fim 不 是 
单 射 . 

由 此 还 可 见 这 一 ji)， 故 我 们 只 需 证 明 霹 ) 过 ). 

由 归纳 法 不 妨 设 NAN' 是 由 一 个 元 生成 的 ,从 而 N/N’ 兰 民 /1 
其 中 TC R 为 理想 .投射 RR 一 Rs NAN' 可 以 提升 为 同 态 
及 一 NN, 从 而 得 到 满 同 态 g : N'@@ RR 一 NN. 我们 有 交换 图 


ker{(g) 一 I 


| | 


0 一 和 ”一 一 一 N 和 及 一 玉 一 0 (2) 


mn | 


其 中 的 行 都 是 正 合 的 . 故 由 引 理 1.3.2 可 知 h 是 同 构 . 由 (2) @R M 
我 们 得 到 交换 图 


0 
0 —— ker(g®r M — T@R M0 
M 


| mw | 


ON@rRM —— (NORCrRM——— MM 一 0 (3) 


|. I" | 


N enpM 一 NopRAM ——  M/IM—0 
Mi 


0 0 0 
其 中 左 列 和 中 列 显 然 正 合 ,而 让) 说 明 右 列 正 合 , 命题 VI.1.1.iii) 说 
明 第 二 行 正 合 ， 故 由 引 理 1.3.2 知 fw 为 单 射 . 证 毕 . 
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命题 1.2 对 于 一 个 环 RR 上 的 模 ; 

i) 平坦 模 的 直 和 与 直 加 项 是 平坦 的 . 

ii) 若 M,N 是 平坦 的 ， 则 M @R 入 是 平坦 的 . 

ii) 车 M 是 R- 平 坦 模 而 4 是 R- 代 数 ， 则 M 8%k A 是 4- 平坦 


iv) 若 4 是 平坦 R- 代 数 而 M 是 -平坦 模 ， 则 M 是 及 -平坦 


v) 对 任意 乘 性 子 集 S C R, 5S“!'R 是 平坦 RR 代数 . 

vi) 若 RR 是 域 ， 则 所 有 R- 模 都 是 平坦 的 . 

vii) 若 R 为 PID, 则 一 个 R- 模 是 平坦 的 当 且 仅 当 它 是 无 找 的 . 

viii) 车 a € hR 不 是 零 因 子 而 M 是 RR- 平坦 模 ， 则 a 不 是 MM 的 
零 因子 . z 

证 . i) 由 命题 VL.1.1.i); ii) 由 命题 VI.1.1.iv); 道 ) 和 iv) 由 命题 
VL1.1.v); v) 由 命题 VI.1.1.ix) 及 局 部 化 保持 正 合 性 ( 见 .3); vi 由 
于 域 上 的 模 都 是 自由 的 ; vii) 由 命题 1.1.ii); 对 于 vii), 注意 a €E RR 
不 是 零 因 子 当 且 仅 当 a: : 玉 一 玉 是 单 射 , 若 M 是 平坦 模 则 由 @RAh 
得 a.:M 一 M 是 单身 即 a 不 是 M 的 零 因 子 . 证 毕 . 

引 理 1.1 一 个 R- 模 M 是 平坦 的 当 且 仅 当 对 羽 的 任 一 极 大 理 
想 P, MP 在 Rp 上 是 平坦 的 . 

证 . 必要 性 由 命题 1.2.iii) 可 得 , 以 下 证 充分 性 . 用 反 证 法 ， 设 三 : 
N' 一 入 为 单 射 而 = ker(f 8Ridm) 关 0. 取 KK 的 非 零 元 m 且 令 
I 二 AnnR(m). 取 R 的 极 大 理想 PDT, 则 m 在 Kp 中 的 象 非 零 ， 
故 Kp 关 0. 另 一 方面 ,由 左 正 合 列 0 一 KE 一 N'@8BaRM 一 N@8RM 
及 命题 1.2.v) 有 左 正 合 列 0 一 Kp 一 Np BRp Mp Np @Rp Mop， 
而 由 MPp 在 Rp 上 的 平坦 性 有 Kp = 0, 矛盾 . 证 毕 . 

引 理 1.2 设 RR 为 局 部 环 ，P CR 为 极 大 理想 k= R/P. 车 
AM 为 有 限 生 成 的 平坦 R- 模 ， 则 M 是 自由 模 . 

证 . M/PM 是 下 上 的 有 限 维 问 量 空间 . 取 mi,:…,m: EM 使 
得 它们 在 M/PM 中 的 象 组 成 M/PM 的 一 组 基 , 则 由 推论 下 .2.1 可 
知 mi,… ,me 生成 M, 故我 们 只 需 验证 任 一 这 样 选 取 的 生成 元 组 
TVT ,Nt 在 R 上 线性 无 关 . 用 反 证 法 ， 设 生 成 元 组 mis ,Nr 
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给 出 一 个 (对 生成 元 组 的 所 有 可 能 选择 ) 最 短 的 线性 关系 alirmil 十 

二 armr 二 0 (0 关 a1,… ,ar € R). 由 命题 1.2.iv) 存在 bj € RR， 

n;E MI(1<i<r,l1<j7<s) 使 得 Saibi; =0(1<7< s) 有 
i=] 


mi 二 bijn; (1 < i<7). 由 mr 的 取 法 有 m 4 PM, 故 至 少 有 
j=1 


一 个 b.; ¢ P, 从 而 b..; 是 如 中 的 单位 ， 由 此 可 解 出 Cr 得 到 一 个 
关系 式 or = ciQi 十 … 十 cr-i4r-1 (从 而 7 > 1 这 样 我 们 就 有 一 
组 生成 元 021 十 C1727 977 一 1 十 Cr 一 1772r)772r MM 且 有 线性 关系 
站 一 工 


r—l r—1 7 
> Qi(mi 十 cimr) = >， Qini 十 2, QiCiNNr = 2 aimi 二 0, 与 7 的 
E i 二 1 t 一 工 


1 一 2 一 1 
极 小 性 了 矛盾， 证 毕 . 

推论 1.1 设 M 为 诺 特 环 R 上 有 限 生成 的 平坦 模 ， P <e 
Spec(R), 则 存在 a € RR 一 PP 使 得 Mo 为 自由 Ro- 模 . 


证 . 由 引 理 1.2 可 设 MP 为 秩 n 的 自由 Rp- 模 ， 故 可 取 同 态 
f : Fen 一 M 使 得 fp : RE” 一 Mp 为 同 构 . 令 KK = ker(f), C = 
coker(f), 则 K,C 为 有 限 生成 的 R- 模 且 由 命题 1.2.v) 有 Kp = 0， 
Cp = 0, 故 存在 a € R 一 PP 使 得 K。 = 0,C。=0, 从 而 fo : Re" 一 
M。 为 同 构 . 证 毕 . 


一 个 R- 模 M 称 为 具有 有 限 展 示 的 ， 如 果 存 在 正 整 数 7,s 及 右 
正 合 列 Res 一 Rer -> M 一 0. 特别 地 ， 若 RR 是 诺 特 环 而 M 是 有 
限 生成 的 R- 模 ， 则 M 具有 有 限 展示 . 

引 理 1.3 具有 有 限 展示 的 平坦 R- 模 是 投射 模 . 

证 ， 设 平坦 模 M 具有 展示 Re* 包 Fer 与 M 一 0, 其 中 g 
由 sxr 和 矩阵 (ai) 给 出 ， 即 9(1) = 2 ol (我 们 记 1 为 第 ?% 

j= 

分 量 为 1 而 其 余 分 量 为 0 的 元 ). (aij) 的 转 置 矩 阵 (aji) 定义 一 个 
同 态 f : R97 -> Res (g 的 “对 偶 ”). 令 K = ker(h), C = ker(f), 
D = coker(f), 则 有 交换 图 
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0 0 


| | 


RE” @pO 一 一 一 MOQRC —0 


| | 


OK Br Re RE QR Re” > MM @r R90 


| 
|iax@af | iane-sny |iaw@nf (4) 


h@nrid as 
OK WR Re RE WP ROs Res M Br Ros- 0 


| | | 
KrD 一 Re"®RD —— AQGRD 一 0 
| | | 


0 0 0 


由 M 和 R99”, R9s 的 平坦 性 可 知 (4) 中 的 行 与 列 都 正 合 ， 故 由 引 理 
1.3.2 得 o 是 单 射 . 
邻 工 二 > l; ®R 1; E RPT Sp RE y= idRer @R (7), 则 有 
;=1 


| 入 


y 一 2 HGRoi=> (2 ,01i) BR li= 29(i)Gnl 
7 t=1 7==1 i=] 
邦 hp id pss (VY) = hp id Res ( 2, g(1;) OR 1;) 二 0， 从 而 yy Ee 
+ 二 1 


K BR Re 由 o(p(y)) = 0 及 o 是 单 射 有 p(y) = 0, 故 存在 u = 
2 1; OR 1; € K BR Re” (na ,nr € K) 使 得 idkx BR f(v) = y, 
j=1 


换言之 8 . Tr 3 
>_ gi) BR1i=Yy=) na(Y ail) 
i=1 j=1 i=1 


一 >》 (>》， Qijn;) Ba 1; 


t=1 7 一 1 
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从 而 g(1) = 并 am (1 < i< 3). 令 B13) = (1 <j<7), 由 此 
定义 一 个 同 态 $: Rer - KK, 满足 


$(g(1i)) = 风 (> ai1) = 2 ,ain = g(1i) 
7 三 1 7 二 1 


故 glk = idk, 从 而 R8" 泊 ker($)@®K, 且 M 宇 R®"/K 法 ker($), 
即 M 为 R98” 的 直 加 项 ， 故 为 投射 模 ( 见 1.3). 证 毕 . 

一 个 R- 模 M 称 为 局 部 自由 的 , 如 果 对 RR 的 每 个 极 大 理想 已 
MP 是 自由 Rp- 模 ; 称 为 强 局 部 自由 的 , 如 果 对 RR 的 每 个 素 理想 P， 
存在 ae 尽 - 忆 使 得 M。 是 自由 R。- 模 . 由 引 理 1.1, 1.2, 1.3 和 推 

论 1.1 立 得 

推论 1.2 若 M 是 诺 特 环 RR 上 的 有 限 生 成 模 ， 则 

M 是 平坦 的 苇 M 是 局 部 自由 的 今 M 是 投射 的 车 M 是 强 
局 部 目 由 的 . 

例 1.2 若 玉 是 戴 德 金 环 ， 则 任 一 一 非 零 理想 7 都 是 ( 秩 为 1 
的 ) 局 部 自由 模 ， 因 为 对 任 一 极 大 理想 PC R, Rp 是 PID ( 见 引 理 
IV.3.1). 故 了 是 投射 模 , 设 R= Z[vV- 外 ， T= (2,1 十 V 一 5). 则 尽 为 
戴 德 金 环 (见习 题 .4) 且 易 见 了 不 是 主 理想 ， 故 不 是 自由 R- 模 . 
这 给 出 非 自由 投射 模 的 一 个 例子 . 

命题 1.3 设 1, 了 为 环 RR 的 理想 . 

i) 若 M 是 平坦 RR 模 则 (N12)M = MN IM. 

i) 若 4 为 平坦 R- 代 数 且 1。 是 有 限 生 成 的 ， 则 (11 : 12)4 = 
(nA4:14). : 

证 ，i 对 正 合 列 0 忆 NL 一 R 履 R/I@R/I 作 B@BRM 得 到 
正 合 列 0 二 (NIDM 二 MM/IME@MI/I2M, 帮 (N12)M = 
ker(M —» M/IM @ M/IM)= 1MNIM. 

ii 设 12 = (ai1,… ;an), 由 正 合 烈 0 一 (DI:a;) 一 也 一 R/I 
得 正 合 列 0 二 (11 :ai)4 一 A4 驴 4/114, 故 (1:ai)4 = (Dh:ai)， 
得 由 i) 得 (I :12)4 = (Nn : ai))A = NMN((11 : ai)A) = (N14 

ai) 二 (14 :14A). 证 毕 . 
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例 1.3 设 上 为 域 ，R= kk[zx,yj, 4 = 二 k[z,¥] Ck(z,y), 则 有 4 是 
一 个 R- 代 数 . 对 于 RR 的 理想 卫 = (7z), 12 = (人 我们 有 (mnziz)4 = 
yA yA4 = 了 AN1I4h, 故 由 命题 1.3.i), 4 在 RR 上 不 是 平坦 的 . 这 
种 非 平坦 性 属于 所 谓 “ 爆 发 ” 情形， 不 同 于 有 挠 情形 . 


2. 忠实 平坦 性 


命题 2.1 设 M 为 R- 模 ， 则 下 列 诸 条 件 等 价 : 

i) MM 是 忠实 平坦 的 ; 

ii) M 是 平坦 的 ， 且 对 任 一 非 零 BR 模 NN 有 Ne@rM #0 

iii) AM 是 平坦 的 ， 且 对 任 一 极 大 理想 PCR 有 PM#M. 

证 . i) 僵 诞 ) 是 显然 的 ， 因 为 PM = M 蕴涵 P=R. 

iii) 一 让: 设 0 关 mEN, 令 T= Anna(m), 则 Rm 法 R/T OW, 
故 由 M 的 平坦 性 有 单 射 M/IM 衬 RI18R M 一 N BR M. 大 
N BR M =0, 则 有 M/IM =0, M = IM, 取 极 大 理想 P21 即 有 
M = PM, 与 首 ) 矛盾 . : 

二 )=>i): 我 们 注意 , 由 于 M 是 平坦 的 , 对 任 一 R- 模 同 态 Bpidm 
后 的 核 、 余 核 、 象 分 别 等 于 原 同 态 的 核 、 余 核 、 象 @RM. 设 R- 模 同 
态 列 N' 性 NN 马 N" 在 @RM 后 为 正 合 的 则 有 im(goj)@RM 人 
im(gof@Ridm) = 0, 故 由 说 有 im(gojf) = 0, 从 而 gof =0,im(f) < 
ker(9). 这 样 又 有 (ker(g)/im(f)) @R M 法 ker(g @R idm)/im(f ®R 
idm) = 0, 故 再 由 ) 有 ker(g)/im(f) = 0, ker(g) = im(f), 即 NN' 一 
N 一 N” 蚌 正 合 的 . 证 毕 . 

推论 2.1 设 R,4 为 局 部 环 ， 极 大 理想 分 别 为 p, 了 P, f :R 一 4 
为 环 同 态 使 得 f(p) C P, M 为 有 限 生 成 的 非 零 4- 模 . 若 M 在 羽 
上 平坦 ， 则 MM 在 RR 上 忠实 平坦 . 

证 . 由 注 古 .2.1 有 M 关 PM 2 pM, 再 用 命题 2.1. 说 ). 证 毕 . 

命题 2.2 设 M,N 为 R- 模 ， 4 为 RR- 代数 . 

i 车 M,N 为 ff. 则 MM 8kNN 亦 然 . 

i) M @R N 是 平坦 的 且 M 是 ff., 则 N 是 平坦 的 . 

ii) 若 M 是 忠实 平坦 的 则 M @a 4 是 忠实 平坦 4- 模 . 
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iv) 若 M 是 忠实 平坦 4- 模 而 4 是 忠实 平坦 R- 代 数 ， 则 M 是 
忠实 平坦 R- 模 . 

v) 车 M 是 忠实 平坦 4- 模 且 是 忠实 平坦 R- 模 ， 则 4 是 忠实 平 

坦 R- 代 数 . 

vi) 若 4 是 忠实 平坦 R- 代 数 且 M 8 4 是 平坦 (或 ff.) 4- 模 ， 
则 M 是 平坦 (或 ff.) R- 模 . 

证 明 很 简单 ， 留 给 读者 作为 练习 . 

命题 2.3 设 有 :RR 一 4 为 环 同 态 ， 则 下 列 诸 条 件 等 价 : 

i) f 是 忠实 平坦 的 ; 

ii) f 是 平坦 的 且 f : Spec(4) 一 Spec(R) 是 满 射 (换言之 LO 
成 立 ); 

iii) f 是 平坦 的 , 且 对 任 一 极 大 理想 p C R 存在 极 大 理想 PC4 
使 得 广 :( 己 ) = 

iv) f 是 单 射 旧 A/f1(R) 是 平坦 R- 模 . 

证 ， 订 一 过) 很 简单 ， 存在 Q € Spec(4) 使 得 f(Q) = p, 令 
PC Ah 为 包含 Q 的 极 大 理想 ， 则 有 f(P) = 

iii)=>i) 也 很 简单 ， 由 命题 2.1.iii) 及 4 > PPD pA4 即 得 . 

i) 坟 ii): 设 p E€ Spec(R), 则 由 命题 2.2.ii), 4 在 R,。 上 是 忠实 平 
坦 的 ， 故 由 命题 2.1.iii) 有 php 关 Ap. 取 4p 的 极 大 理想 P' 2 pAp 
且 令 忆 为 P' 在 典范 同 态 4 一 4 下 的 原 象 ， 则 有 f(P) = 

i) 仿 iv): 对 任 一 理想 工作 RR 我 们 有 下 面 的 交换 图 ， 其 行 与 列 者 
是 正 合 的 : 


0 一 I —) R » R/I -0 
上 | | mv 
Top4 一， 4 —» Ri®rA -0 


| 5 


LA/f(R) 


IT®r A/f(R) LS A/fRIIR/IT BR A/f(R)S 0 


| | | 
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(其 中 方 =idrG@R1 等 等 . ) 若 f 是 忠实 平坦 的 , 则 对 任意 R- 模 入 ， 
idn SR:N 一 Nr A 是 单 射 ， 这 是 因为 对 天 = kerlidw @a 月 
有 单身 K BR 4 一 和 N BR 4 且 其 象 为 0, 故 K BR 4 = 0, 从 而 
K = 0. 由 此 可 知 (5) 中 的 fi,f,f4y1 是 单 射 ， 此 外 ;4 也 是 单 射 ， 
故 由 引 理 1.3.2 得 ?4/Fa) 是 单 射 ， 从 而 由 命题 1.1.iii) 得 4/f(R) 是 
平坦 RR- 模 . 

: 反之 , 若 f 是 单 射 且 4/f(R) 是 平坦 R- 模 ， 则 在 (5) 中 ihy fp(R) 
是 单 射 ， 从 而 不 难 验证 ?4 是 单 射 ， 故 由 命题 1.1.ii) 可 知 了 是 平坦 
的 . 此 外 由 引 理 1.3.2 得 py/r 是 单 射 ， 故 当 了 工 关 玉 时 有 4/74 对 
R/TGBR4 关 0, 即 4 关 74, 从 而 由 命题 2.1.iii) 得 f 是 忠实 平坦 
的 . 证 毕 . 

引 理 2.1 设 环 同 态 f : R 一 4 是 平坦 的 ， 则 对 任意 p,q 6 
Spec(R) 使 得 gq C p 及 已 e Spec(4) 使 得 f(P) = p, 存在 Q € 
Spec(A) 使 得 Q CP 且 f(Q) =g (换言之 GD 成 立 ). 

证 . 由 推论 2.1, f 诱导 的 同 态 $: Rp 一 4P 是 忠实 平坦 的 , 故 由 
命题 2.3.i) 存在 素 理想 Q' c 4P 使 得 $(Q') = gRp. 令 QeSpec(4) 
为 Q' 在 典范 同 态 4 一 4p 下 的 原 象 ， 则 有 Q C P, f(Q) = 9. 证 
毕 . 

我 们 后 面 (XV.1) 将 要 用 到 下 面 这 个 关于 伴随 素 理想 的 引 理 ， 
注意 其 中 不 假定 模 是 有 限 生 成 的 . 

引 理 2.2 设 f :RR 一 4 为 诺 特 环 的 同 态 ，M 为 R- 模 ， 为 
4- 模 . 

i) 车 M 是 平坦 的 ， 则 对 任意 pe Spec(R) 使 得 M 关 PAM 有 
AssR(M/pM) = {p}. 

i) 车 入 是 R- 平 坦 的 ， 则 


AssA(M CRN)= (J Assa(N/pN) 
PpEAssrR(M ) 
iii) 若 f 是 平坦 的 ， 则 Ass4(4) = ”Assa(A4/pA), 且 
peEAssr(R) 


f(AssA(A)) = {p € Assk(R)IpA # A}. 特别 地 ， 若 了 是 忠实 平坦 的 
则 f(Assa(A)) = Assrk(R). 
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证 ，1i) 由 命题 1.2.i), M @R PR/p 兰 M/pM 在 R/p 上 平坦 ， 
故 由 命题 1.2.vii), RR 一 p 的 元 都 不 是 MI/pAMf 的 零 因 子 ， 换 言 之 ， 
对 任意 非 零 元 mm € M/pM 有 Annr(m)=p. 

ii) 若 p € AssR(MM), 则 存在 单 射 R/p 一 M, 从 而 由 入 的 R- 平 
坦 性 有 单 射 N&R R/p 衬 NN/pN 一 M 8RNN, 故 


Assa(N/pN) C AssA(M BRN) (6) 


另 一 方面 ， 者 M 是 有 限 生 成 的 ， 则 由 推论 V.2.1, 存在 M 的 过 渡 
0= MoCMiC.…CM,= M 使 得 Mi;/Mi_1 全 J/pi (1 <1i<n), 
其 中 piE Assk(M) 而 CC RR 为 包含 pi 的 理想 ， 由 于 入 是 R- 平 
坦 的 ，M CR AN 有 过 小 


0=MenrNcMiepNc. CMMBeprN=MorN 
从 而 由 命题 V.1.1.i 有 


Ass4(AfT BRN)C [ J Assa (IiN/piN) 


C LU Assa(N/pN) 
PEAssR(Af) 


(7) 


再 注意 任 一 R- 模 是 其 所 有 有 限 生 成 子 模 的 并 ， 可 见 (7) 对 一 般 的 
R- 模 M 也 成 立 . (6) 和 (7) 合 起 来 就 给 出 了 放 ). 

ii) 第 一 个 断言 是 训 的 特例 ; 第 二 个 断言 由 i 及 命题 V.1.1.v); 
第 三 个 断言 由 命题 2.1.ii). 证 毕 . 


习 题 
1. 设 RR = klz,y], 其 中 为 域 ， 下 列 R- 代 数 是 否 在 RR 上 平 


坦 ? 
i) klz, y, 2]/(z2, yz 22); 
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i) klz,y, 可 (zz + yu); 

iii) klz,y, z, ul/(u + ru yz). 

2.， 设 M 为 具有 有 现 展示 的 R- 模 . 证 明 对 任意 满 同 态 f : 
PR 一 Mker( 方 是 有 限 生 成 的 . (提示 : 利用 习题 荆 15.) 

3*. 设 0 一 M' 一 MM 一 MM” 王 0 为 R- 模 正 合 列 ， 其 中 各 和 
人 MM" 分别 为 秩 m 和 1 的 局 部 自由 模 . 证 明 和 RR””M 兰 和 人 RM'@R 
A MT". 

4. 设 M 为 平坦 R- 模 .假设 存在 正 合 列 


0 Re > Re"+D > M0 


证 明 M 衬 R. (提示 ， 利用 习题 3. ) 

5. 设 为 戴 德 金 环 ， 证 明 

i) 若 MM 为 秩 1 局 部 自由 RR- 模 ， 则 存在 R 的 理想 了 使 得 有 
RR- 模 同 构 M 兰 工 

i) 对 任 两 个 非 零 分 式 理想 (参看 习题 和 .3) 1,JC R, 有 R- 模 
间 构 TT@RJ 宇 TJ] 和 TT@J 空 R@1J. (提示 利用 习题 3 和 习题 
NV.2. ) 

ii) 若 AM 为 秩 n 局 部 自由 RR- 模 ， 则 M 宇 Re”-!' 和 %M. ( 提 
不 : 约 化 到 n = 2 的 情形 ) 

6. 设 M,N 为 R- 模 ， 其 中 M 为 平坦 的 而 入 为 内 射 的 ， 证 明 
omR(M,NN) 是 内 射 的 . 

7*. 设 0 一 M' 一 MM 一 M"”0 为 R- 模 正 合 列 ， 其 中 MM” 是 
平坦 的 . 证明: 

i) 对 任意 已 - 模 N,0 一 MB@RN 一 MORN 一 MeRN 一 0 
是 正 合 的 . (提示 取 一 个 满 同 态 一 和 N, 其 中 了 为 自由 R- 模 . ) 

ii) M 是 平坦 的 当 且 仅 当 AM" 是 平坦 的 . 

8*. 设 RR 为 谨 特 整 环 而 M 为 有 限 生成 的 非 零 R- 模 . 证 明 : 若 
M 在 RR 上 平坦 ， 则 它 在 RR 上 忠实 平坦 . 

9*. 设 M,N 为 R- 模 ， 证明: 

i) 若 术 SRN 为 ff., 则 AM 与 N 亦 然 . 


ji) 车 MepAN 为 ff 且 为 有 限 生 成 的 则 M 与 N 亦 然 . 

iii) 特别 地 ， 若 RR 为 局 部 环 而 MM@anN 宇 R, 则 MM 全 入 尘 R. 

举例 说 明 当 A @R AN 平坦 时 ， MM 与 入 未必 平坦 . 

10. 设 RR 为 4 的 子 环 而 4 为 ff，R- 代 数 . 证 明 对 任意 理想 
CKR,IANR=I. 

11. i) 设 太 为 域 ，R= kz] C 4=8[z, 才 证 明 LO 和 GD 对 
RR 一 4 成 立 但 GU 不 成 立 . 

ii) 给 出 一 个 满足 GU 和 GD 但 不 满足 LO 的 环 同 态 的 例子 ， 

12. 设 R= Rlz,y Cc A= Rizx,y,z,u/(r? + 22,Y + WTY 十 
zu, TU 一 yz). 证 明 GD 对 RR 一 4 成 立 , 但 4 在 R 上 不 平坦 . ( 提 
示 ， 4 可 看 作 Clz, 风 zz/(z- V-Iz,y 一 Vi 的 子 环 . ) 

13. 设 RR 为 戴 德 金 环 ， 不 难 验 证 R 上 的 所 有 秩 1 局 部 自由 
模 的 同 构 类 组 成 一 个 集合 ， 记 为 Pic(R). 在 Pic(R) 上 可 以 定义 一 
个 乘法 : MM 和 N 的 积 为 M B&R N. 证 明 Pic(R) 在 这 个 乘法 下 
为 一 个 群 (其 单位 元 为 R), 且 存 在 自然 同 态 p : Div(R) 一 Pic(R) 
(参看 习题 V.3), 将 每 个 分 式 理想 映 到 它 作为 R- 模 的 等 价 类 ， 而 
ker(p) = {Rala 关 0€ qf.(R)}. 称 Pic(R) 为 R 的 除 子 类 群 或 皮卡 
群 . (提示 参看 习题 5. ) 
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VIH. 代数 集 
本 章 中 的 环 都 是 有 单位 元 的 交换 环 . 


1. 代数 子 集 与 察 里 斯 基 拓 扑 


在 一 个 代数 闭 域 (例如 C) 上 的 n 维 线性 空间 k” 中 ， 由 
一 组 多 项 式 所,… ,ff € klz1,… ,zn| 二 4 的 公共 零点 组 成 的 集 
合 V 称 作 一 个 代数 子 集 . 令 理 想 了 = (及 ,… ,fi) C 4, 则 对 任意 
(al ,Qn)jEV 及 feEI 有 f(ai1,… ,an) 二 0. 克 VV 由 了 决定 ， 
而 与 了 的 生成 元 {及 ,…- ,fr} 的 选择 无 关 ， 通 常 记 Y = V(D). 注 
意 f(a1,… ,an) 二 0 当 且 仅 当 ff EP= (za ,Zn 一 Qn), 其 
中 P 为 极 大 理想 (4A/P 衬 上 有 ). 反之 ,车 PC.4 为 极 大 理想 ， 则 
A/P 是 有 限 生成 的 代数 且 为 域 , 故 由 推论 .1.1 有 A/P 衬 k, 从 
而 可 取 a1,… ,an € 此 使 得 xz1 一 a1,… ,zn 一 an € P, 由 于 (zx1 一 
Q1,… ,Tn 一 Qn) 已 是 极 大 理想 ,我们 有 P= (zl 一 at ,Zn 一 an). 
由 此 可 见 4 的 极 大 理想 与 kh" 中 的 点 一 一 对 应 ， 而 了 中 的 点 对 应 
于 所 有 包含 了 的 极 大 理想 . 

例 1,1 对 于 上 述 情形 ， 令 R = A/T, 则 


VI = {f s A4| 对 某 个 正 整 数 + 有 f" & 7) 


为 N(R) 在 4 中 的 原 象 ( 称 为 了 的 根 理 想 ), 于 是 定理 了 .1.1 可 以 
表述 为 : 设 f € 4, 车 对 任意 PeV(1) 都 有 fe 已 则 /eV7. 换 
言 之 定理 V.1.1 可 以 表述 为 注 V.1.2 中 的 形式 . 

将 点 定义 为 极 大 理想 的 好 处 是 它 与 坐标 系 的 选择 (相当 于 有 限 
生成 大 代数 的 生成 元 的 选择 ) 无 关 , 或 者 说 给 出 几何 找 述 . 不 难 验证 
所 有 代数 子 集 的 余 集 组 成 一 个 拓扑 , 即 所 谓 察 里 斯 基 拓 扑 , 在 k=C 
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的 情形 它 比 通常 的 拓扑 弱 ， R= A/I 称 作 VV 的 函数 环 , 注意 尺 中 
可 能 有 窜 零 元 ， 即 在 V 上 处 处 为 零 的 非 零 元 ， 引 进 这 种 第 零 尔 数 
是 为 了 无 穷 小 变形 、 微 分 等 方面 的 方便 . 若 W ck” 是 另 一 理想 J 
定义 的 代数 子 集 , 则 VxW Ck2* 由 JI8il1 和 18kJ 在 A@k4 中 
生成 的 理想 定义 ， 天 Vx W 的 函数 环 同 构 于 4/1 B® 4A/J. 但 注意 
V x W 的 察 里 斯 基 拓 扑 一 般 不 是 VV 和 W 的 察 里 斯 基 拓 扑 的 积 . 

对 于 一 般 的 环 R，Spec(R) 可 以 看 作 上 述 概 念 的 推广 ， 但 在 
Spec(R) 中 不 仅 有 极 大 理想 而 且 有 其 他 素 理想 ， 这 种 定义 出 于 经 典 
的 “一 般 点 ”( 即 坐标 可 以 在 某 个 扩 域 入 2 中 的 点 ， 也 可 以 理解 
为 “ 动 点 ") 以 及 纤维 从 、 局 部 化 、 数 论 等 方面 的 考虑 . 

设 忆 为 有 单位 元 的 交换 环 . 我 们 可 以 在 斑 的 谱 X = Spec(R) 上 
建立 一 个 拓扑 如 下 ， 对 任 一 理想 TC RR, 令 V(1)= {Pe XIP27) 
( 若 子 集 5 C 了 生成 了 则 记 V(S) = V( 了 DD)), 规定 这 些 V(7) 为 闭 集 ， 
则 易 见 拓扑 的 公理 都 满足 ， 这 个 拓扑 称 为 察 里 斯 基 拓 扑 . 我 们 将 记 
U(7) = XX 一 V(1). 注意 这 是 一 个 很 弱 的 拓扑 ， 例 如 它 一 般 不 满足 
分 离 性 公理 TI， 此 外 注意 V(1) = V(VD). 车 N(R) = (0), 则 称 
Spec() 为 既 约 的 . 一 个 闭 子 集 Y(7) 称 作 不 可 约 的 , 如 果 它 不 是 两 
个 ( 察 里 斯 基 ) 非 空 真 闭 子 集 的 并 .如 果 X = Spec(R) 既是 既 约 的 
又 是 不 可 约 的 ， 则 称 XX 为 整 的 , 易 见 这 等 价 于 R 是 整 环 : 若 关 是 
整 的 且 对 f,g € RR 有 fg = 0, 则 或 者 V(f) = XX 或 者 V(g) = XX, 不 
妨 设 V(f) = 闵 , 即 f 含 于 有 R 的 任 一 素 理想 中 , 故 了 EN(R) = (0). 

我 们 称 R 的 极 小 素 理想 为 X = Spec(R) 的 一 般 点 ,而 称 民 的 
极 大 素 理想 为 X 的 闭 点 ,因为 这 样 一 个 点 组 成 一 个 闭 集 . 若 P,Q e 
X 而 PCcQ, 则 称 @ 为 尸 的 特 化 , 而 称 书 为 @ 的 一 般 化 此 时 车 
PEeYT) 则 QeY(D, 换 言 之 ， 闭 集 在 特 化 之 下 安定 ， 故 开 集 在 
一 般 化 之 下 安定 . 

设 f:R 一 4 为 环 同 态 , 则 易 见 对 任 一 理想 TC RR 有 f-1(V(7)) 
= V(f(7)), 故 f 为 连续 映射 ， 称 为 谱 的 态 射 (参看 例 并.1.1.viii)). 
用 这 种 语言 ，LO 就 是 说 f 是 满 射 ，GU 就 是 说 f 将 在 特 化 之 下 安 
定 的 子 集 映 到 在 特 化 之 下 安定 的 子 集 ; 而 GD 就 是 说 将 在 一 般 化 
之 下 安定 的 子 集 映 到 在 一 般 化 之 下 安定 的 子 集 . 车 TC R 是 理想 而 
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f :R 一 R/T 是 投射 , 则 了 给 出 Spec(R/D 与 VCD) Cc Spec(R) 之 间 
的 同 胚 ， 故 我 们 将 Spec(R/T) 和 V(7) 等 同 起 来 . 车 a € R 不 是 客 
零 元 , 记 Ro = S71R, 其 中 5 = {1,a,a*,:…}), 且 记 Xs。 = Spec(Ro); 
车 f : R 一 R。 是 典范 同 态 ， 则 f 给 出 Xs。 和 U(a) C Spec(R) 之 
间 的 同 肛 ， 故 我 们 将 X。 和 U(a) 等 同 起 来 . 注意 所 有 U(a) 组 成 
Spec(R) 的 一 组 拓扑 基 . 

名 丸 是 诺 特 环 ， 则 由 理想 的 ACC 可 见 针 = Spec(R) 的 ( 察 里 
斯 基 ) 闭 子 集 满足 DCC, 即 不 存在 无 限 长 的 闭 子 集 列 全 2 了 
由 此 我 们 可 以 对 X 的 开 子 集 建立 一 种 归纳 法 : 

(*) 设 6 为 羡 的 开 子 集 的 非 空 集 合 ， 假设 对 任意 VU € 6, 若 
U 关 义 则 存在 VU'E€E GS 使 得 U2U0. 则 XE€SG. 

这 称 为 诺 特 归 纳 法 (参看 下 面 定理 3.1 中 的 应 用 ). 此 外 由 命题 
V.1.1.iii) 可 知 入 只 有 有 限 多 个 一 般 点 五 …… ,Pn, 故 基 是 有 限 多 
个 不 可 约 财 子 集 了 (已 ) ,V(P) ( 称 为 头 的 不 可 约 分 支 ) 的 并 . 


2. 纤维 积 


设 f:R 一 4 和 9g :RR 一 B 为 环 同 态 ,， 记 S$S = Spec(R)， 
久 = Spec(A), Y = Spec(B)， 由 例 VI.1.2 可 知 存 在 典范 同 态 i : 
A 一 A@RB 和 ;7:B 一 AB B, 使 得 2Z = Spec(4G@RB) 具有 如 
下 泛 性 : 对 任 一 谱 了 = Spec(C) 及 任意 态 射 :TT 一 X,7 :TY 
使 得 fo2?' = 5 oj 存在 唯一 态 射 册 :了 一 2 使 得 2 = io 9， 
7 二 job 故我 们 记 2 = X xsY, 称 为 X 和 了 在 5 上 的 纤 
维 积 . 注意 X xs 了 一 般 不 同 于 集合 或 拓扑 意义 下 的 纤维 积 ( 即 
{(z,y)|z € X,y € Y, f(z) = 9(y)}), 例如 当 RR 为 域 时 ， 由 下 例 可 见 
即使 X,Y 都 不 可 约 ， X xsY 也 未 必 不 可 约 . 

例 2.1 设 S=Spec(R),X =Spec(C), 则 XxsX 是 可 约 的 , 这 
是 因为 CeRC Clz]/(x?+1) 兰 CxC, 从 而 XxsX = Spec(C@rC) 
由 两 个 闭 点 组 成 ， 

但 我 们 有 下 面 的 引 理 . 
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引 理 2.1 设 上 为 代数 闭 域 ， 4, 忆 为 有- 代数. 若 A,B 都 是 整 
环 ， 则 4 &x B 也 是 整 环 . 

证 . 首先 注意 我 们 可 设 4, B 为 有 限 生 成 的 &- 代 数 ， 这 是 因为 
车 有 非 零 元 a,b € A @k B 使 得 ab = 0, 则 可 了 到 有 限 生 成 的 有- 子 代 
数 A' C A, B' Cc B 使 得 a,b € Ah’ @n B' (由 命题 VI.1.2.vi) 可 知 
A' 8 B' 是 A 8 B 的 子 环 ), 故 4A' 8% B' 己 不 是 整 环 . 

设 K=qf(4), 则 A48kB CKBkB, 故 只 需 证 明 KK BiB 是 整 
环 .. 由 注 .1.1 在 K 中 可 取 在 kk 上 代数 无 关 的 元 Zz1,… ,zn 使 得 
KDL= k(x1,"… ,Xn) 是 有 限 可 分 扩张 , 故 由 本 原 元 素 定 理 K DL 
是 单纯 扩张 . 令 KK == L(a), 由 例 .1.1. 阁 ) 不 妨 设 a 在 klz1,:… ,zn] 
上 是 整 的 . 令 R= kz1,… ,zn,Q] CK, 则 只 需 证 明 RB8kB 是 整 
环 ， 因 为 K BiB 是 R@k B 的 局 部 化 . . 

令 ff EeE klri,… ,Zn;X] 为 a 在 工 上 的 定义 多 项 式 ， 则 RR 辣 
k[z1,: ,Tn, FT)/(f), 下 R@k BE Blri,.. ,rn, TI/(f). 所 以 我 们 只 
需 证 明 f 在 B[xi1,.… ,zz 中 生成 的 理想 是 素 理想 . 用 反 证 法 , 设 
有 a,be Blzi,:… ,zn,X] 使 得 apg (f) 但 abe (f), 由 于 了 作为 zz 
的 多 项 式 是 首 一 的 , 不 妨 设 a,b 作为 xz 的 多 项 式 的 次 数 小 于 deg(f). 
将 a,b (作为 zx 的 多 项 式 ) 的 首 项 系数 ao,bo (作为 zi1,… ,zn 的 多 
项 式 ) 的 各 单项 式 按 字典 序 排列 ， 设 ao, bo 的 首 项 系数 分 别 为 c,d， 
则 aobo 的 首 项 系数 为 cd. 因为 B 是 整 环 有 cd 关 0, 故 由 定理 .1.1 
存在 极 大 理想 PC B 使 得 cd ¢ P, 且 由 推论 W.1.1 有 B/P 衬 &. 
令 a,5 为 a,b 在 Blxi,:… ,zn,7X] @Bp B/P 宇 kz1,-… ,zn,X] 中 的 
象 ， 则 因 cd 在 B/P 中 的 象 非 零 ，a,b 为 非 零 多 项 式 ， 且 作为 z 的 
多 项 式 次 数 小 于 deg(f), 但 flab, 与 上 在 R[zl,……,znz] 中 的 不 可 
约 性 矛盾 . 证 毕 . 

换言之 ,在 上 是 代数 闭 域 的 情形 ， 阁 X = Spec(4) 和 Y= 
Spec(B) 都 是 整 的 ， 则 X xs Y 也 是 整 的 (其 中 S = Spec(k)). 

推论 2.1 设 上 为 代数 闭 域 ，R,RR 为 代数. 

i) 若 pe Spec(R),p' € Spec(R), 则 P=p@iR+REOkP C 
及 Cr 为 素 理 想 ， 此 时 车 gC R 为 p- 准 素 理想 而 gC R' 为 p"- 准 
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素 理 想 ， 则 Q = gq 8 RR 十 R@k 9 C R@kR' 为 P- 准 素 理想 ,特别 
地 ， 帮 pe Assp(R), p’ € Assp (R), 则 Pe Asspg, Rr’'(R xn RN). 


ii) 若 0 = 和 scR 和 0= 站 $5 RR 为 无 奖 准 素 分 解 则 在 
RE@k BR 中 有 无 半 准 素 分 角 0 = new 其 中 Qij = qi @kR'+ R@kg; 
1 


(<i<m,1<j<n). 
证 . i) 由 引 理 2.1, (R/p) Bk (R'/p') 为 整 环 ， 故 由 正 合 列 


0 一 PCR 二 RGkRP > RoR (R/p) Br (R/p) 0 


可 见 了 ==p Br RR+ Rkp' 为 素 理 想 . 

仿 4 = R/q, 则 AssRa(4) = {p}, 故 典范 同 态 4 一 A 为 单 
射 且 4b 为 阿 廷 局 部 环 . 令 K = Ap/pAhp 兰 qf.(R/p), 则 Ap 中 
的 任 一 极 大 理想 链 的 每 个 因子 都 同 构 于 KK. 同样 车 令 4' = R'/q，， 
K' = hb/p 4 则 典范 同 态 4 一 4z 为 单 射 ， 45, 为 阿 廷 局 部 环 
且 4 中 的 任 一 极 大 理想 链 的 每 个 因子 都 同 构 于 K'. 故 有 单 同 态 
4@k4' B= Ap8A%. 对 4p 和 4 各 取 一 个 极 大 理想 链 , 则 可 给 
出 B 的 一 个 理想 链 , 其 因子 都 同 构 于 BkK'. 由 引 理 2,1 K @kK' 
是 整 环 ， 由 此 可 见 R&R' 一 P 的 元 都 不 是 B 的 零 因 子 ， 从 而 不 是 
ABxr A' 宇 RBkR/GQ 的 零 因 子 . 这 说 明 AssrR@R'(A®x 4') = {P)}, 
故 @ 为 P- 准 素 的 . 

若 p EAssk(R), PE Assg’'(R'), 则 可 取 a € R, a' € R' 使 得 
Ra R/p, Roa’ SR'/p', 从 而 (R®@xR)(a®ra’) S (R/p) (Rf/p’), 
这 说 明 P= AnnRe@,R'(a @ka), 故 PE Asspg.R'(R® R'). 

ii) 不 妨 设 qi 为 p;- 准 素 的 (1 < i < m), gq; 为 p;- 准 素 的 (1 <j < 
n), 则 由 所 设 有 Assa(R) = {pi,:… ,pm}, Assp'(R') = {pi,… ,ph}. 
对 任意 7) (1 <i<m,1<j<n), 令 Pj = pi®kR + ROP EE 
Spec(R Cr 及) 则 由 i) 可知 已 je AssR@.R'(R Bk R') 且 Qi 为 
Pij- 准 素 的 .由 单 同 态 R 全 II R/gq; 和 R' 一 末 尽 /gf 得 单 同 态 

1 2 


Re@k R' Ti;(R/qi) Br (R'/q) SE Tl;,;(R Or R')/Qij, 故 有 无 装 
准 素 分 解 0 = 门 Qij. 证 毕 . 
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3. 可 建造 集 


一 般 说 来 , 一 个 态 射 『 既 不 是 开 的 又 不 是 闭 的 , 例如 :2 一 Q 
给 出 的 了 将 Spec(Q) 映 到 Spec(Z) 的 一 般 点 . 但 当 RR 为 庶 特 环 而 
f :RR 一 4 为 有 限 型 时 ， 我 们 有 较 好 的 结果 .为 叙述 这 些 结果 我 们 
要 用 到 下 面 的 术语 : 在 一 个 拓扑 空间 中 ,一 个 开 集 和 一 个 闭 集 的 交 
称 作 一 个 局 部 闭 子 集 ， 有 限 多 个 局 部 闭 子 集 的 并 称 作 一 个 可 建造 子 
集 . 

定理 3.1 设 R 为 诺 特 环 而 f : R -4 为 有 限 型 环 同 态 ， 则 f 
将 了 = Spec(4) 的 可 建造 子 集 映 成 于 = Spec(R) 的 可 建造 子 集 . 

证 . 设 S C 了 为 可 建造 子 集 ， 为 证 明 f(S) 是 X 的 可 建造 
子 集 我 们 只 需 考虑 S 是 局 部 闭 的 情形 . 设 S = V(1)n D(J), 用 
V(J) 关 Spec(4/) 代替 了 了, 我 们 就 可 设 5 = D(J); 再 注意 D(J) = 
U Ul(ai). 其 中 a1,…' ,an 是 了 的 一 组 生成 元 , 而 当 au 非 客 零 元 时 


U(ai) 兰 Spec(4。), 否则 U(a;) = 0, 故 不 妨 设 S = Y. 而 且 不 妨 设 
Y 是 既 约 的 . 

由 诺 特 归纳 法 我 们 只 需 证 明 可 以 找到 一 个 开 子 集 U CY 使 得 
f(U) c X 是 可 建造 的 . 令 Pe Y 为 一 个 一 般 点 ，p = f(P), 换 
言 之 f-1(P) = p. 由 于 Pc 4h 是 极 小 素 理想 ， 存在 be 4-P 属 
于 其 余 极 小 素 理想 的 交 ， 从 而 U(b) C V(P). 这 样 U(b) 宕 Spec(A4,) 
既是 既 约 的 又 是 不 可 约 的 ， 故 为 整 的 ， 从 而 p = ker(R 一 4,). 令 
R' = R/p, K = qf.(R'), 4A' = A, BR' 天 注意 A。 是 有 限 生 成 的 
忆 - 代 数 ， 故 由 引 理 VY.1.1 存在 多 项 式 子 环 B= 天 [zi ,zn| CA 
使 得 4' 在 B 上 是 整 的 . 设 旋 ,… ,ym 为 46。 作为 R'- 代 数 的 一 组 生 
成 元 , 易 见 可 取 非 零 元 a € RR' 使 得 xz1,:… ,zn € Aa 自 ,ym 
在 B' = 尽 [z ,za 上 是 整 的 ， 从 而 4。 在 B' 上 是 整 的 ， 由 
定理 .3.1.i) 可 知 Spec(has) Spec(B') 是 满 射 ， 而 Spec(B') 一 
Spec(Ri) 显然 是 满 射 ， 故 f(U(ab)) =V(p)a 为 局 部 闭 集 ， 证 毕 . 

引 理 3.1 设 中 为 诺 特 环 而 S C Spec(R) 为 可 建造 集 ， 则 5 为 
闭 集 当 且 仅 当 它 在 特 化 之 下 安定 ,而 S 为 开 集 当 且 仅 当 它 在 一 般 
化 之 下 安定 . 
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证 . 第 二 个 断言 是 第 一 个 断言 的 推论 ， 故 我 们 只 需 证 明 第 一 个 
断言 我 们 有 5S = LTY(DmE(ID), 不 妨 设 每 个 了 CnC(ID 去 
且 V(Z) 是 不 可 约 的 , 或 J 为 素 理想 . 于 是 太 多 五 , 故 五 和 不 (五 )m 
U(i) C S. 若 5S 在 特 化 之 下 安定 ， 则 由 此 就 有 VV(f) C 5S, 于 是 
5 = UV (1), 故 为 闭 集 ， 证 毕 

由 定理 3.1 和 引 理 3.1 立 得 

推论 3.1 设 已 为 诺 特 环 而 了 上: 尽 ~ 4 为 有 限 型 环 同 态 ， 车 
GD 成 立 ， 则 六 是 开 喘 射 . 

注 3.1 车 诺 特 环 的 同 态 / : R 一 4 满足 GU, 则 f 是 闭 映 
射 ， 因 为 对 任 一 理想 Tc 4 有 f(V(D)= 。 U fA(V(P)) = 


EAss (R/T) 
V(f(P)). 
PeAssrk(R/T) 


习题 


1. 对 及 和 C 可 以 定义 察 里 斯 基 拓 ; 扑 、 将 它们 与 SpecR[z] 作 
一 比较 . 

2*. 对 任意 环 R, 证 明 Spec(R) 的 察 里 斯 基 拓 扑 是 拟 紧 的 , 即 任 
意 开 复 盖 具有 有 限 的 子 覆盖 . 

3*. 设 M 为 诺 特 环 R 上 的 有 限 生成 的 模 . 令 Suppa(M) = 
{Pe&€ Spec(R)|Mp 关 0}. 证 明 SuppR(M) 为 察 里 斯 基 闭 子 集 . 

4*. 设 尺 为 域 ，A4,B 为 有 代数 且 为 整 环 . 证 明 若 ch(k) = 0 则 
Spec(A @k B) 为 既 约 的 ， 当 ch(k) > 0 时 这 是 否 仍 成 立 ? 

5. 设 为 域 ， 天 为 大 的 代数 闭 包 ， 4 为 上 -代数 使 得 A @ 有 
为 整 环 ， 证 明 对 任意 域 扩张 k' 二 ,4 Bk' 是 整 环 . 

6. 设 BR,4 为 诺 特 整 环 而 f : Rh 为 有 限 型 同 态 . 是 否 im( 有 ) 
一 定 是 闭 的 ? (车 是 则 给 出 证 明 ， 否 则 给 出 反例 .，) 

7*. 设 RR 为 环 ， 半 = Spec(R), 证明: 
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i) 若 X 是 不 连通 的 , 即 XX 是 两 个 互 不 相交 的 非 空 闭 子 集 ,V2 
的 并 ， 则 存在 唯一 的 元 a €E 民 使 得 a2 = a 且 Vi=V(a), V2 = 
V (1 — a). 1 

ii) 若 理 想 TC R 是 有 限 生 成 的 和 第 等 的 ( 即 1? = 7 了 ), 则 存在 
瞧 一 的 元 a EI 使 得 T= (a) 且 a? =a, 故 六 为 两 个 互 不 相交 的 洲 
集 V(a) 和 V(1 一 a) 的 并 . 

8. 设 民 为 环 ， 针 = 二 Spec(R),a € R,9:R 一 Ro 为 典范 同 
态 . 由 于 将 Spec(R。) 等 同 于 U(a) C 闫 ,对 任意 bE R 我 们 称 8(5) 
为 8 在 U(a) 上 的 限制 , 记 作 blu(a) 

设 a1,… ,Qn E 玉 使 得 (al ,an) = 二 R. 证 明 : 

i) 者 5eE RR 使 得 buco,) =0(1<i<n), 则 8&8=0. 

i) 车 b; € R。, (1 < i < n) 使 得 bilv(as0;) = by]v(asa;) (Vi,7)， 
则 存在 be€ RR 使 得 blua,) = bi (1 <i<n). 

9*. 设 忆 为 诺 特 环 ，WM 为 有 限 生成 的 R- 模 . 定义 三 = Spec(R) 
上 的 函数 

r(p) = rankx(p)(M BR r(p)) 


证 明 r(p) 为 上 半 连 续 函 数 ， 即 对 任意 a € RR, 集合 S。= {p e 
XIr(p) > a} 为 久 中 的 闭 集 ; 若 M 是 平坦 模 , 则 5。 也 是 开 集 ， 换 
言 之 7 是 局 部 常 值 函 数 , 即 在 X 的 每 个 连通 分 支 上 7 为 常数 . 
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本 章 中 的 环 都 是 有 单位 元 的 交换 环 . 


1. 分 次 环 与 分 次 模 
定义 1.1 若 环 下 可 以 分 解 成 阿 贝尔 加 群 的 直 和 尺 = 由 R。 


使 得 对 任意 m,n > 0 有 Rn :BR c Rm+n, 则 称 RR 为 分 次 环 , 此 时 
一 个 已 模 M 若 能 分 解 成 阿 贝尔 加 群 的 直 和 M = 四 M 使 得 对 


nt 二 0 

任意 m,n > 0 有 RM C Mn 则 称 M 为 分 次 模 . 称 Rs 和 
A 中 的 元 为 了 次 齐 次 的 . 

一 个 环 R 上 的 多 项 式 代 数 是 分 次 环 的 一 个 典型 例子 ， 其 中 的 
n 次 齐 次 元 为 (以 R 的 元 为 系数 的 ) n 次 齐 次 多 项 式 . 更 一 般 的 例 
子 是 一 个 R- 模 的 对 称 代 数 (参看 VI.2). 一 个 分 次 环 RR 的 理想 工 称 
作 分 次 的 , 如 果 了 中 任 一 元 的 每 个 齐 次 分 量 都 在 了 中 ， 不 难 验证 这 
等 价 于 了 上 有 一 组 齐 次 生成 元 ， 此 时 R/T 具有 诱导 的 分 次 环 结构 . 
分 次 BR- 模 的 同 态 f : M 一 六 称 作 分 次 的 ,如果 了 将 齐 次 元 映 成 齐 
次 (但 不 必 同 次 ) 元 ， 此 时 ker(f) 和 coker( 了 ) 也 是 分 次 的 ， 

利用 分 次 环 的 概念 可 以 证 明 

引 理 1.1 ( 阿 廷 - 歼 斯 引 理 ) 设 RR 为 诺 特 环 ，I C RR 为 理想 . 
设 M 为 有 限 生 成 的 R- 模 而 入 C M 为 R- 子 模 ， 则 存在 正 整 数 7 
使 得 对 任意 n>r 有 I"TMNMN=I"* "(PMANMN). 

证 . 设 4 = RIIz] C RIz}， 则 由 推论 焉 .1.1 可 知 4 是 诺 特 
了 下， 而 RIz] 的 分 次 环 结构 给 出 4 的 一 个 分 次 环 结 构 . 令 M = 
BD zmI"M Cc M Ba RIz| 四 zmaf, 则 M' 是 有 限 生成 的 分 次 


==0 


4- 模 . 设 N =- 个 X(TMNMN)CM', 则 AN’' 是 M' 的 分 次 4- 子 


m0 
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模 ， 故 为 有 限 生 成 的 . 取 N' 的 一 组 齐 次 生成 元 mi,… ,ms 且 令 
为 mi,… ,ms 的 最 大 次 数 ， 则 有 


Pr I™MNN)= A (TMNN)= Bre"™I™(TMNN) 
m=r m=0 


对 任意 n > r,， 两 边 的 n 次 齐 次 直 加 项 分 别 为 zz?( 三 MnN) 和 
zjnrrUrAMnN) 故 TPmMnN=PrOMnN) 证 毕 . 

推论 1.1 设 M 为 诺 特 环 R 上 有 限 生成 的 模 ， TC R 为 理 
想 ，NN = DTM, 则 IN = N. 特别 地 ， 若 工 C J(R), 则 由 推论 
了 .2.1 有 N=0. 

这 是 因为 NCItiMNN=II"?MNN)CIN. 对 于 N=R 
的 情形 ， 由 注 亚 .2.1 得 

推论 1.2 设 7 为 诺 特 整 环 R 的 真理 想 ， 则 Nr = (0). 


2. 希 尔 伯 特 多 项 式 


命题 2.1 设 RR 为 阿 廷 环 ，A = RIzi,… ,zr] ( 视 为 分 次 R- 
代数 )，M = 电 Mn 为 有 限 生成 的 分 次 和- 模 ， 则 存在 次 数 不 大 
于 ? 的 多 项 式 xw (x) < QIz] 使 得 对 充分 大 的 n 有 In( 由 Mi) = 
D> Ia(Mi) = xx 人 


WE. 我 们 对 7 用 归纳 法 , 当 7 = 0 时 i 人 R(M) < o0, 故 令 Xw(z) = 
irR(M) 即 可 . 当 r7>0 时 , 令 K = ker(zr: : M -> M),C = 
coker(zr : M 一 M), 则 易 见 KK 和 C 都 是 分 次 (4/zrA4)- 模 . 令 
K= @ EE, C = 四 c. 则 由 归纳 法 假设 存在 次 数 小 于 > 的 多 项 


式 xk(z),xc(z) e Qiz] 使 得 对 充分 大 的 n 有 lg( 四 Ki) = xx(n). 
一 站 
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Ia(@ Ci) = xc(n). 注意 我 们 有 正 合 列 


n+l 十 1 
0 DK > Bu SBM “由 5 一 0 
i 二 0 i 二 0 


故 对 充分 大 的 m 有 


到 十 二 


la(D Mi) -la(PD Mi) = xctn +1)— xr(n) 
1 二 0 4 二 0 


解 这 个 差分 方程 就 得 到 次 数 不 大 于 r 的 多 项 式 Xxw(z) 使 得 对 充分 
大 的 n 有 la(D Mi) 二 XM(n). 证 毕 . 
我 们 称 xx (x) 为 M 的 布尔 伯 特 多 项 式 , 注意 它 是 一 个 整 值 多 
项 式 ， 故 可 表 为 sz 二 mt (m > 0) 的 整 系数 线性 组 合 , 例如 
车 1(R) = — d, 不 难 算出 Xa(n) = d(xz+1): +， 

对 任 一 环 RR 的 任 一 理想 碾 我 们 可 以 在 gr!(R) = @ /mt 
上 定义 一 个 分 次 环 结构 ; 车 a E171"m,be 71", 则 有 (a 十 171m"+1)(b 十 
四) C ab 二 I™t"+1 故我 们 可 以 定义 I™/ImH 与 I*/I"tl1 的 乘 
法 ， 从 而 定义 gr1(R) 中 的 乘法 . 若 了 是 有 限 生成 的 ， 则 gr1(R) 为 
有 限 生成 的 ER- 代数 . 若 M 为 R- 模 , 则 gri(M)= 甸 @ I"?M/I"+iM 

n= 人 0 
具有 分 次 gr'(R)- 模 结构 . 

推论 2.1 设 民 为 诗 特 环 ，R/I 为 阿 廷 环 而 M 为 有 限 生成 的 
R- 模 ， 则 存在 多 项 式 Xw(z) se QIz] (其 次 数 不 大 于 了 的 生成 元 个 
数 ) 使 得 对 充分 大 的 nn 有 LM/I"M) = xy(n). 车 0 一 M' 一 MM 一 
M"” 一 0 是 R- 模 正 合 列 和 且 M 和 0 则 xhy(x) 一 x4y(z) ~ xhyn(2) 
的 次 数 小 于 xx'(z) 的 次 数 . 

证 . 车 了 由 ” 个 元 生成 ， 则 存在 分 次 (BR/ 态 -代数 满 同 态 
R/I[z1,.*. ,Tr) > gr' (BR), 将 命题 2.1 应 用 于 (R/Tlxi1,:… ,zr])- 模 
gri(M) 并 注意 和 ATM/T™ M) = JM/I"+ti1M) 即 得 第 一 个 断 
言 . 对 第 二 个 断言， 注意 正 合 列 

0 一 MPAMDnMN 一 MIPM =» M"/I"M" 一 0 
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可 知 当 充分 大 时 有 
XM(n) — x (nn) = UM/TI*M) — (M"/I*M") 
= lM /I"M NM') 


由 引 理 2.1 存在 s>0 使 得 当 n>s 时 有 I"MNMM'’=I*(IsMNM')c 
I™-s5M', 从 而 LM/I?M')>LUM'/I"TMNM')>L(M'/1I*-*M'). 故 当 
n 充分 大 时 1M/I*M nN M') = xf(n) 十 f(n), 其 中 了 是 一 个 次 数 
比 x4y,(z) 低 的 多 项 式 ， 证 毕 . 


3. 形式 完备 化 


设 RR 为 诺 特 环 ， 工 C RR 为 理想 ，M 为 有 限 生成 R- 模 . 记 、 
pn : M/I"?M -> M/I"-1M 为 投射 ， 令 


Mi = {(mi,m2, i mn E M/I”M, pn(Mmn) = mn Vn > 1} 


称 为 M 关于 了 的 形式 完备 化 , 在 没有 疑问 时 可 简 记 为 M* (我 们 在 
例 并 .2.1.iii) 将 看 到 ，M* 是 同 态 列 … 一 M/I?M 一 M/I"-1M 一 
MIAM 的 “北极 限 ”"). 显然 M7 具有 严 模 结构 ，M” /大 Mt 人 
MI/I"M (n > 0); 而 RY 具有 R- 代 数 结构 ， 且 MF 为 RY- 模 . 任 
一 R- 模 同 态 f : M 一 NN 诱导 R*- 模 同 态 ft : AM; 一 N+. 记 
gn : Mi 二 M/I"M 为 投射 (n > 0), 不 难 验 证 MY 具有 如 下 泛 性 : 

i) pn 0 qn = qn-1 (1 > 1); 

ii) 若 六 为 R- 模 ，r% :入 一 MfI™M 为 同 态 使 得 pnors 二 7?n_1 
(n > 1), 则 存在 唯一 同 态 f :入 一 Mt 使 得 7, = gn of (n> 0). 
由 此 可 给 出 形式 完备 化 的 外 在 定义 . z 

设 Mi D> M2 D … 为 M 的 子 模 ， 使 得 每 个 WM。 都 包含 某 
个 I"M, 且 对 任意 7 > 0, 当 n 充分 大 时 有 M,C I"?M. 记 区 : 
MA 一 MA 为 投射 ， 令 


lim M/M, 


= {(mi,m2, mn € M/Ma, pn(mn) = mn Vn > 1} 


(1) 
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则 由 形式 完备 化 的 外 在 定义 易 见 hm M/Ma 兰 M*， 特别 地 ， 若 
CR 为 男 一 个 理想 使 得 对 某 个 下 整数 ”有 ICJJ*CIT, 则 1 
My S Mi. 

以 下 我 们 固定 工 

引 理 3.1 设 0 一 Ma1 Ma 一 0 为 有 限 生成 R- 模 的 正 
合 列 ， 则 0 二 Me 六 Mr 分 Mr 0 正 合 . 

证 记 gn ; M/I"M 一 M”"/I"M"” 为 g 诱导 的 投射 . 因为 
@RR/I” 保持 右 正 合 性 ， 我 们 有 正 合 列 


OM/IPIMNM oO M/IPM > M"/I"M”" 一 0 (2) 


由 引 理 1.1, 存在 > > 0 使 得 对 任意 n >+ 有 I"MNM' = I*-"(I"MN 
M')C 1*"M', 故 由 上 所 述 有 


ker(g’)S mM /MnAM SM" 


剩 下 的 是 证 明 g* 是 满 射 . 对 任 一 (mY ,m2,…) E MW, 我 们 用 归纳 
法 找 出 一 个 (mi,m2,…) € M* 使 得 g.(mn) = mm (n > 0). 先 任 
取 m1 € M/IM 使 得 gi(mi) = mY. 车 mn-i 已 选 定 ， 任 取 mn-1 
在 M/1I™”M 中 的 一 个 提升 mro, 则 mmo 在 M"/I”"1M" 中 的 象 为 
mi 赦 mm’ 一 gn(mno) EITIM"/ITM", 取 mni EI IM/I"M 
使 得 gn(mni) = mi 一 gn(mno); 则 ms = mno 十 mni 也 是 mn-1 的 
提升 且 gn(m) = mn 证 毕 . ' 

引 理 3.2 设 M 为 有 限 生 成 的 .R- 模 ， 则 MM BR R* 一 M* 为 同 
构 . 

证 ， 取 一 个 右 正 合 列 R97 一 R9s 一 M 一 0, 则 有 交换 图 


Ror Q@R R* —— Ro:@pR* 一 一 一 Mp R*-»>0 
RE” 一 人 Re 一 -一 Mr 一 0 
故 由 5- 引 理 得 M @R R* 一 M* 是 同 构 .证 毕 . 
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推论 3.1 R* 是 已 平坦 的 . 而 R* 为 R- 忠 实 平 坦 当 上 且 仅 当 
I CJ(R). z : 

证 .前 一 个 断言 由 引 理 3.1 和 引 理 3.2 立 得 . 对 任 一 极 大 理想 
PcR, 由 正 合 列 0 一 PP 一 R 一 R/P 一 0 有 


R/IP 者 PI 


(R/PY  R*/PR* = | 1 和 p51 


故 由 命题 VI.2.1 即 得 后 一 个 断言 证 毕 . 

例 3.1 i) 若 了 是 占 零 理想 则 Mr 涯 夺 . 

ii) 设 呈 = 包 而 了 = (p), 其 中 为 素数 . 则 RI 称 为 p 进 整 数 
环 ， 记 为 2. 

证 ) 设 五 = k[z] (k 为 域 ), 了 = (z), 则 RY 同 构 于 域 上 上 的 形式 
禹 级 数 环 k[[zx]] = {faeo +aiz 十 azz2 十 ….|aoyaiyaz… Ek}. 


习 题 


1. 设 有 R 为 诺 特 环 ， 理 想 TG RR 满足 站 I"* 关 (0). 证 明 六 至 少 


有 两 个 伴随 素 理 想 . 

2. 设 为 阿 廷 环 ，lR(R) = d. 设 A = Riz…zn], 4- 模 MM 
由 > 个 元 生成 ， 证 明 在 多 项 式 xwm (zx) 中 zx" 的 系数 不 大 于 蔚 . 

3. 设 有 为 诺 特 环 , 理想 TC RR 由 nn 个 元 生成 ,R/T 为 阿 廷 环 ， 
1R/T) = >. 证 明 对 任何 实数 a >0 有 xh(a) < "+0 et 

4. 设 R 为 诺 特 整 环 而 TC R 为 素 理想 . 是否 RY 必 为 整 环 ? 
(提示 : 考虑 R= klz,y/(zy+23 二 六), 了 = (2,9). ) 

5. 设 n 为 平方 自由 的 整数 ， 民 为 Z 在 Q(Vn) 中 的 整 闭 包 ( 参 
看 习题 .4), p 为 素数 ， 了 工 = pR. 证明 RI 守 R&Zb 为 整 环 当 且 仅 
当 p 只 含 于 R 的 一 个 素 理想 中 ， 

6*. 设 为 环 ，A= Rizi,… ,Xnjj 而 了 二 (zl ,Xn) CAh. 
证 明 [CJ(A4). 


,79 . 


XX. 维 数理 论 


本 章 中 的 环 都 是 有 单位 元 的 交换 环 . 


1. 殉 鲁 尔 维 数 


在 代数 几何 史上 ， 维 数 的 定义 经 历 了 三 个 阶段 ， 最早 是 按 流 形 
的 定义 ， 即 局 部 解析 同 构 于 n 维 单位 球 的 流 形 为 n 维 ， 到 上 个 世 
纪 末 ， 德 国学 派 将 代数 集 的 维 数 定义 为 函数 域 (在 常数 域 上 ) 的 超 
越 次 数 ， 而 本 世纪 40 年 代 至 今 采 用 克 鲁 尔 维 数 ， 即 函数 环 中 素 理 
想 列 的 最 大 长 度 ， 每 个 新 定义 都 和 原来 的 一 致 但 适用 范围 更 广 . 

定义 1.1 设 P 是 环 的 素 理想 ， 则 素 理想 列 P= Po 2 Pi > 
的 长度 的 上 四 各 PP 的 高 度 , 记 为 ht(P), 对 任 一 理想 TG RR， 
称 ht( 己 ) 为 的 高 度 。 中 素 理想 列 的 长 度 的 上 界 称 


rcPeRi。 c(R) 


为 R 的 克 鲁 尔 维 数 (简称 维 数 ), 记 为 dim(R). 
显然 dim(R)= sup ht(P), 且 对 任 一 理想 了 TG 员 有 


PeSpec(R) 
dim(R/I) + ht(1) < dim(R), 
对 任意 Pe Spec(R) 有 dim(Rp) = ht(P). : 
例 1.1 阿 廷 环 就 是 0 维 诺 特 环 ， 戴 德 金 环 就 是 1 维 整 闭 诺 特 
整 环 . 


我 们 下 面 将 对 若干 情形 给 出 维 数 的 几 个 其 他 定义 并 证 明 诸 定 
义 的 等 价 性 . 


2. 半 局 部 环 的 维 数 
一 个 环 称 为 半 局 部 环 , 如 果 它 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 . 
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设 半 局 部 环 RR 的 极 大 理想 为 P,…P, 则 J(R) = PM:…NP,. 
一 个 理想 了 C J(R) 称 为 定义 理想 , 如 果 对 某 个 正 整 数 ” 有 J(R)” C 
I. 车 R 是 诺 特 环 ， 这 等 价 于 R/T 是 阿 廷 环 ， 此 时 显然 对 充分 大 
的 n 有 XR (n) < xh(n) < XR (nr), 故 deg XxXh = degXR . 令 
d(R) = degXRt 且 令 6(R) 为 定义 理想 的 最 小 生成 元 个 数 . 

命题 2.1 若 RR 是 诺 特 半 局 部 环 ， 则 d(R) = dim(R) = 6(R). 

证 d(R) > dim(R): 对 d(R) 用 归纳 法 ， 当 dg(R) =0 时 尽 为 
阿 廷 环 ， 故 dim(R) = 0. 设 dim(R) > 0. 由 于 有 R 只 有 有 限 多 个 极 
小 紊 理想， 存在 极 小 素 理想 PC R 使 得 dim(R) = dim(R/P). 对 
任 一 Q € Spec(R), 892 P, 取 rEQ--P, 则 有 正 合 列 0 一 R/P 态 
R/P 一 R/(P,r) 一 0, 故 由 推论 改 .2.1 有 


deg XW)tp) < deg xX/p(R) < deg XE(R) = d(R) 
由 归纳 法 假设 得 


dR) — 1> degxR/(p,) = dR/(P,")) 
> dim(R/(P,7)) > dim(R/Q) 


由 于 @ 是 任意 的 ， 对 右 端 取 上 界 得 d(R) 一 1 > dim(R) 一 1, 即 
d(R) > dim(R). 

dim(R) > 5(R): 对 d = dim(R) 用 归纳 法 . 车 d= 0, 则 五 
为 阿 廷 环 ， 从 而 (0) 是 定义 理想 ， 故 由 定义 5(R) = 0. 设 d>0， 
则 R 中 只 有 有 限 多 个 (但 至 少 一 个 ) 极 小 素 理想 已 ,… ,已 .使 得 
dim(R/P) = d (1 < i<n). 任 一 极 大 理想 都 不 含 于 任 一 PP 中 ， 故 
J(R) I BP, 从 而 J(R) ZURP. 取 a€ J(R)-UP, 则 dim(R/(a)) < 
d, 由 归纳 法 假设 存在 a1,… ,ad-1 € J(R) 使 得 R/(a,ai,:… ,aa-1) 
为 阿 廷 环 ， 故 i(R) < d. 

6(R) > d(R): 由 推论 玖 .2.1 任 一 定义 理想 了 的 生成 元 个 数 不 
小 于 deg XR = d(R). 证 毕 . 
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推论 2.1 对 任 一 诺 特 环 R, 车 理想 工 G R 由 nn 个 元 生成 ， 则 
任 一 包含 了 的 极 小 素 理想 的 高 度 不 大 于 n, 特别 地 ht(1) < nn. 

和 证. 设 PE Spec(R) 为 包含 了 的 极 小 素 理 想 ， 则 Rp/IRp 为 
阿 廷 环 ， 故 n> (Rp) = dim(Rp) = ht(P). 证 毕 . 


3. 同 态 与 维 数 


设 f : R 一 4 为 环 同 态 ，p &€ Spec(R), 则 “f 在 p 上 的 纤 
维 ” 广 1(p) = {P e Spec(A)|f-!1(P) =p} 与 Spec(Ap/pAp) 的 点 一 
一 对 映 ， 改 我 们 将 二 者 等 同 起 来 . 注意 4o/p4p 兰 4@Rk(p), 其 中 
kK(p) 二 Rp/pPRp 是 域 . 

引 理 3.1 设 f : RR 一 和 为 诺 特 环 同 态 ，P € Spec(4),p = 
广 (P), 则 

i) ht(P)<ht(p)+ht(P/pA) (BB dim(Ap)< dim(R,)+dim(Ap®R 
K(p))); 

ii) 若 GD 成 立 则 在 i) 中 等 号 成 立 ; 

ii) 若 LO 和 GD 成 立 ， 则 dim(4) > dim(R), 且 对 任 一 理想 
TCR 有 bht(7) = ht(ITA). 

证 . i) 不 妨 设 R = R,, 4 二 Ap. 令 s= dim(R)}， 由 命题 2.1 
可 取 al ,as Ep 使 得 R/T 为 阿 廷 环 ， 其 中 了 = (al ,Qs). 于 
是 p/I = N(R/T), 故 dim(4/p4) = dim(A/14).， 车 dim(4/14) = 
t， 则 可 取 bi,…,b € PP 使 得 A/(1,b1,… ,bt) 为 阿 廷 环 ， 于 是 
(f(a1),… ,f(as), 中 ,… ,bi) 为 4 的 定义 理想 . 故 dim(4) = 6(4) < 
s+t= dim(R)+ dim(A ®r «(pp)). z 

二 仍 设 s = dim(R), t = dim(4/p4)， 在 4 中 取 素 理想 链 
P= 忆 2P2…2P2DpA, 则 f7'() = p. 在 RR 中 取 素 . 
理想 链 p = po 2 pi  … 2 ps, 则 由 GD 可 在 4 中 取 素 理想 链 
P= Qo 2 12 0 使 得 f7'(Q@i) = pi; (1 < i< s), 这样 4 
中 就 有 自 已 开始 的 长 为 s+t 的 素 理想 列 ， 故 ht(P)> s+t. 

iii) 第 一 个 断言 由 i). 立 得 . 对 第 二 个 断言 , 取 4 的 素 理想 已 > 
1T4 使 得 ht(P) = ht(14). 令 p= 广 :(P), 则 TCDp, 故 ht(P/p4) = 
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0， 由 让) 得 ht(P) = ht(p) > ht(1)， 另 一 方面 ， 若 取 RR 的 素 理 
想 p 2 了 使 得 ht(p) = ht(7), 则 由 LO 可 取 P € Spec(4) 使 得 

一 (P) = p. 不 妨 设 已 是 包含 ph 的 一 个 极 小 理想 ， 则 由 ii) 有 
ht(p) = ht(P) > ht(14). 证 毕 . 

推论 3.1 设 RC 4 为 诺 特 环 且 A 在 RR 上 是 整 的 则 

i) 若 PE€Spec(A), p= PNAR, MW ht(P) < ht(p); 

ii) dim(R) = dim(A): 

ii) 若 GD 成 立 ， 则 对 和 任 一 理想 TC A 有 ht(I) = ht(I nN 有 RR). 

证 .i), ii) 由 引 理 3.1.i) 和 定理 了 .3.1.ii), iii) 立 得 ， 对 二) 则 只 
需 用 定理 .3.1i), i) 即 可 推出 ,证 毕 . z 

例 3.1. 若 R 是 域 上 的 有 限 生成 代数 而 k' Dk 是 代数 扩 
域 ， 则 dim(R @k kk') = dim R. 

推论 3.2 设 诺 特 环 同 态 f : R -4 满足 GU, p,q € Spec(R) 
gcCp. 则 dim(A @R «(Pp)) > dim(A ®a (9))， 

证 . 由 GU 不 妨 设 A BR k(g) 关 (0). 设 s = ht(p/q), t = 
dim(4A@R(9)), 则 在 请 中 存在 素 理想 链 p 二 po 2 p12:…2ps=g， 
在 4 中 存在 素 理想 链 Qo 2 Ci 2 … 2 9 使 得 f-1(Qi) = 4g (0 < 
:< it 由 GU 我 们 可 取 4 中 的 素 理想 链 如 2 Q1 2 1……2 P,= Qo 
使 得 fi(P) = pi (0 < i < s), 故 ht( 刀 /Qt) > ss 上 +t 由 引 理 
3.1.i) 有 ht(Po/Q:) < s+ ht(Po/pA) < s+ dim(4 OR "(Pp))， 专 
dim(A Bk kk(p)) > t. 证 毕 . 

用 几何 的 语言 说 , 若 p 是 gq 的 特 化 , 则 了 在 p 上 纤维 的 维 数 不 
会 比 有 在 gq 上 纤维 的 维 数 小 (GU 成 立 的 条 件 并 非 紧 要 ， 因 为 在 几 
何 上 常 道 过 紧 致 化 使 GU 满足 )， dim 广 !(p) > dim f-1(g) 的 情形 
确实 可 能 发 生 ， 例 如 在 例 VI.1.3 中 ，Spec(4) 在 p=(z,y) CR 上 
的 纤维 是 1 维 的 ， 而 在 Spec(R) 的 一 般 点 上 的 纤维 则 是 0 维 的 . 但 
下 面 (推论 4.2) 将 看 到 这 在 R,4 为 一 个 域 上 的 有 限 生成 代数 而 f 
平坦 的 情形 是 不 会 发 生 的 ， 这 是 使 用 “平坦 ”这 个 词 的 一 个 原因 . 


. 83 . 


4. 有 限 生成 代数 的 维 数 


命题 4.1 设 R 是 诺 特 环 ，4 = RIzi,.… ,zn], P € Spec(4)， 
p 二 PNR. 则 ht(P) = ht(p) 十 (n 一 tr.deg(rx(P)/r(p))). 特别 地 有 
dim(A) = dim(R)+ nn. : 

证 ， 由 归纳 法 只 需 证 明 n = 1 的 情形 ， 即 4 = R[z]. 注意 卫 
对 应 于 一 个 P' € Spec(Ap/pAp) 而 Ap/pAp 宕 A @R x(p) Sr(p)lz) 
为 PID. 由 引 理 3.1.ii) 有 ht(P) = ht(p) 十 ht(P/p4), 而 ht(P/pA4) = 
ht(P')， 这 样 有 两 种 可 能 情形 :或 者 P' = 0, 此 时 ht(P ) = 0, 且 
tr.deg(k(P)/x(p)) = 1; 或 者 P' 为 极 大 ， 此 时 ht(P') = 1 且 由 推论 
IV.1.1 有 tr.deg(k(P)/x(p)) = 0. 这 就 证 明了 第 一 个 断言 ， 

取 PP 使 得 ht(P) = dim(4), 则 由 引 理 3.1.i 有 dim(4) = 
ht(p) + ht(P/p4) < dim(R) + 了 另 一 方面 ， 若 取 p 使 得 ht(p) = 
dim(R), 且 取 已 2p4, 则 由 引 理 3.1.ii) 有 


dim(A) > ht(P) = ht(p) + ht(P/pA) = dim(R)+1 


故 dim(4) = dim(R) 十 1. 证 毕 . 

例 4.1 设 RR 是 域 k 上 的 有 限 生 成 代数 ， 则 由 引 理 .1.1 存在 
多 项 式 环 R' = k[z1,… ,Yn] CR 使 得 R 在 RR 上 是 整 的 ， 由 推论 
3.1.i) 和 命题 4.1 有 dim(R) = n. 

推论 4.1 设 R 为 域 k 上 的 有 限 生成 代数 . 

i) 车 RR 是 整 环 ， 则 对 任 一 PE Spec(R) 有 


ht(P) = tr.deg(k(0)/k) — tr.deg(r(P)/k) 


特别 地 dim(R) = tr.deg(q.f.(R)/E). 
ii) 设 P,P',P’"e Spec(R) 且 PcP'cCcP", 则 


ht(P”/P) = ht(P”/P') + ht(P’/P) 


省 ) 设 PP' Ee Spec(R) 且 PcP', 则 任 一 从 P 到 P' 的 极 大 素 
理想 链 的 长 度 等 于 ht(P'/P). 
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证 ，i 由 引 理 V.L1 可 取 多 项 式 环 R= klz1,.… ,zs] CR 使 
得 民 在 RR 上 是 整 的 . 令 P= PNR', 则 因 R/P 在 R'/p 上 是 整 的 , 有 
tr.deg(x(P)/k) = tr.deg(rx(P')/k). 由 推论 3.1iii) 有 ht(P) = ht(p). 
而 由 命题 4.1 有 ht(p) = n 一 tr.deg(r(p)/k) = tr.deg(qf.(R)/k) 一 
tr.deg(kx(P)/k). 


ii) 由 i) 有 


ht(P”/P) =tr.deg(rk(P)/k) — tr.deg(k(P’”)/k) 
=tr.deg(r(P)/k) — tr.deg(«(P')/k) 
+tr.deg(k(P’')/k) — tr.deg(r(P”)/k) 
=ht(P”/P’) + ht(P’/P) 


ii 设 P=PGP CG...C P= P' 为 极 大 素 理想 链 ， 
则 ht(P/Pi_1)=1(1<i<n), 故 由 i) 有 tr.deg(x(P_1)/k) 一 
tr.deg(k(P)/k) = 1, 从 而 


n= tr.deg(k(P)/k) — tr.deg(r(P’)/k) = ht(P’/P) 


证 毕 . 

推论 4.2 设 R,4 为 域 k 上 的 有 限 生成 代数 且 为 整 环 ，f : 
R -A 为 -代数 同 态 ,满足 GD. 则 f 的 任 一 非 空 纤维 的 维 数 等 
于 dim(A) — dim(R). 

证 . 由 RR 为 整 环 和 f 满足 GD 可 见 f 为 单 射 ， 故 不 妨 将 RR 
和 f(R) 等 同 起 来 ， 设 p € Spec(R) 使 得 f-1(p) 关 9, 则 可 取 极 大 
理想 P' C A, 使 得 已 2 php 且 dim(Ap/pAhp) = ht(P'/pA,). 令 
P=P'NA4, 则 PNR=p. 注意 Ap 是 有 限 生 成 的 RR,- 代 数 ， 故 由 
推论 .1.1 可 知 x(P) 兰 Ap/P' 是 rx(p) = Rp/pR; 的 代数 扩张 ， 从 
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而 tr.deg(x(P)/k) = tr,deg(k(P) 人 ). 出 引 理 3.1.ii) 和 推论 4.1.i) 得 


dim(A @R «(Pp)) =ht(P /p4p) 
=dim(Ap BR &(p)) 
=ht(P) — ht(p) 
=(dim(A) ~ tr.deg(r(P)/k)) 
— (dim(R) — tr.deg(«(p)/k)) 
= dim(A) — dim(R) 


证 毕 . 

推论 4.3 设 五 , 尽 ' 为 域 k 上 的 有 限 生 成 代数 . 

i) 车 pe Spec(R), pe Spec(R'), 则 对 任意 P € AssPekR 
((R/p) Bx (RifP)) 有 


dim(R ®x R'/P) = dim(R/p) + dim(R'/p’) 


且 P 是 包含 (p8kR' 二 +R@kP') 的 极 小 素 理想 . 特别 地 ，dim(R®@k 
R') = dim(R) + dim(R'). 

ii) 设 R = zi ,znl, p,q € Spec(R) 有 p+g#R 则 
对 任 一 包含 p 十 9 的 极 小 素 理想 呈 有 ht(P) < ht(p) + ht(9)， 且 
dim(R/P) > dim(R/p) + dim(R/g)— nn. 

证 . i) 不 妨 设 p,p' = 0 (从 而 RR,R' 是 整 环 ). 记 d = dim(R)， 
d' = dim(R'). 由 引 理 VW .1i.1 存在 多 项 式 环 A = klxi,:… ,Xaj C RR, 
A' = 二 kk[z1,… ,Za'] C R' 使 得 R 在 A 上 是 整 的 ， 避 在 4' 上 是 整 
的 ， 故 RB@ R' 在 子 环 4@k 4' 宇 上 kz1,… ,Xatq'| 上 是 整 的 . 由 推 
论 3.1.i) 得 dim(R@x R') = dim(A Bi 4’)=d+d.. 

若 大 是 代数 闭 的 ， 则 由 引 理 VE.2.1 可 知 R Bk R' 是 整 环 ， 从 
而 书 =0, 断言 已 得 证 . 

在 一 般 情形 ， 令 有 为 上 的 代数 闭 包 ， RR = R@kk, (R)' = 
R’ Bk, Assa(R) = {p1,.. ,pm}, Assa'(R) = {p1,..… ,ph}. 注意 
民 作为 R- 模 是 自由 的 ， 由 命题 V.1.1.v), 对 任意 (1 < i<m) 有 
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pi 中 RE AssR(R) = {0}, 故 由 定理 I.3.1.ii) 可 知 pi 是 极 小 的 ， 而 由 
推论 3.1ii) 有 dim(R/pi) = d. 同 理 每 个 pi (1 < i < n) 都 是 极 小 的 
且 dim(R'/p’)=d'. 令 B= Rei Ri (RE@r R) Brk, 则 由 推论 
VI.2.1ii), Pj =pi Bi R+REOiEp <i<ml<7<n) 是 已 的 
所 有 伴随 素 理想 ， 而 由 上 是 代数 闭 的 情形 有 


dim(B/P;;) = dim((R/pi) ®i (R/p;)) = d+d 


故 dim(B) = d+ d’, 再 由 定理 13.1.ii) 可 知 Pi; 都 是 极 小 的 ， 而 由 
推论 3.1.i) 得 dim(R exk R') = d 十 d， 故 由 命题 V.1.1.v) 和 定理 
了.3.1.ii), pij 二 Pijy 咯 R@BkR' 是 R@k R' 的 所 有 伴随 素 理想 且 都 是 极 
小 的 ， 再 由 推论 3.1.ii) 得 dim(R@k R'/pij) = dim(B/P;;)= d+d.. 

ii) 首先 注意 下 述 两 个 事实 (R 为 任意 环 ): 

a) 若 1, .为 RR 的 理想 ， 则 (R/T) 8&R(R/J) 法 R/IT+J. 

b) 若 4 为 R- 代 数 ，B = 4 BR 4, M,N 为 4- 模 则 MSG@RpN 
为 B- 模 ， 且 ja @R 5) = ab 定义 一 个 ( 左 ) 4- 代 数 同 态 4: B 一 4. 
我 们 有 M BRNS(MG@RP4B4NS 关 MB4(4Q@R4)G4AANS 
(M 4a B)@aN, 故 

(M@rN)Bp A MOBa(BGB A)QGAN 
MEAaAAGANSMOaAN 

现在 辐 到 订 . 令 4 = R&R, B= R/p 8 R/q, 同 态 4: 
A 一 民 由 jp(a Bi 5) = ab 给 出 对 任意 CQ ee Assa(B), 由 i 有 
dim(A/Q) = dim(R/p) + dim(R/q). 令 了 = ker(4 : 4 一 RR), 则 易 见 
T= (Zz1@R1 一 1 8RX1,… ,Tn @R1 一 18R Xn). 由 上 面 的 a) 和 上 b) 
有 同 构 

R/p+9 关 (BR/pDGBRUR/9) SS (R/p) Br (R/q9) Ba R 
= B®a(A/1) SB/IB 


在 此 同 构 之 下 P 对 应 于 B 的 一 个 包含 1B 的 极 小 理想 已 老 


Q' CP' 为 极 小 素 理 想 ， 则 由 i 有 
dim(B/Q’) = dim(R/p) + dim(R/g) 
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由 推论 2.1 有 ht(P') < mw 故 由 推论 4.1.i) 有 
dim(R/P) = dim(B/P’) = dim(R/p) + dim(R/gq) ~ ht(P’) 
> dim(R/p) + dim(R/q)—n 


从 而 . . 
ht(P) = dim(R) ~ dim(R/P) 
< 2n— dim(R/p) ~ dim(R/g) 
= ht(p) + ht(9) 
证 毕 


习 题 


1， 设 RR 为 诺 特 环 ，P € Spec(R), ht(P) = n. 证 明 可 取 
Z1,…… ,Tn EP 使 得 P 是 包含 (xz1,… ,Xi) 的 一 个 极 小 素 理想 . 

2， 设 RR 为 诺 特 半 局 部 环 而 1 C R 为 一 个 定义 理想 ， 证 明 
dim(R) = dim{(gri(R)). 

3. 设 只 为 UFD, 了 TC RR 为 理想 ,证 明了 为 主 理想 当 且 仅 当 每 
个 Pe Ass(R/I1) 具有 高 度 1. 

4. 设 环 扩 张 RC A 满足 GD, 其 中 RR 为 诺 特 局 部 环 而 4 在 RR 
上 是 整 的 . 证 明 对 任意 理想 J 4, dim(A/1) = dim(R/RN7). 

5. 设 R,4 为 域 k 上 的 有 限 生 成 代数 且 为 整 环 ，f:R 一 4 为 
k- 代 数 同 态 . 证 明 f 的 任 一 非 空 纤维 的 维 数 不 小 于 dim(A)--dim(R). 

6. 设 R,S 为 域 上 的 诺 特 代数 ， 是 否 一 定 有 dim(R ®@k 5) = 
dim(R) + dim(S)? (提示 考虑 R= 5 = k(x). ) 

7. 举 一 个 有 限 维 非 诺 特 环 的 例子 . 

8. 举例 说 明 在 推论 3.2 中 即使 R, 4 为 整 环 且 f 为 有 限 型 ， 等 
号 也 不 一 定 成 立 ， 并 给 出 几何 解释 . 

9*. 设 上 为 域 而 上 为 上 的 代数 闭 包 设 R 为 有 限 生成 的 k&- 代 
数 且 为 整 环 . 令 民 = 已 Bi 令 有 ={faedf(BJla 在 大 上 是 整 
的 }. 证明: 四 
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i) [k’: kh] < cc， 

ii) 若 k = 上 或 k' 是 上 的 纯 不 可 分 扩张 则 尽 只 有 一 个 极 小 
素 理 想 . 

iii) 设 天 是 完全 域 ， 则 R' 为 整 环 当 且 仅 当 天 三 天. 

iv) 对 任意 忆 Q € Assp(R) 有 R/P 人 兰 R/Q 且 
lIR'(PRp) = lp (QRo)，( 提 示 : 存在 一 个 Gal(k/k) 在 R 上 的 作 
用 ， 它 在 AssR'(R') 上 诱导 的 作用 可 迁 . ) 

10*. 证 明 一 个 诺 特 整 环 是 UFD 当 且 仅 当 其 所 有 高 度 为 1 的 
素 理想 都 是 主 理想 . 


. 89 . 


1. 范畴 、 函 子 、 目 然 变 换 


同调 的 概念 最 初 产生 于 拓扑 学 ， 后 来 被 广泛 应 用 到 几何 、 代 
数 、 数 论 、 也 数论 等 许多 领域 ， 成 为 数学 中 最 有 力 的 工具 之 一 . 同 
调 论 的 代数 方法 则 被 推广 , 产生 了 同调 代数 这 一 新 学 科 ， 其 中 的 一 
个 基本 概念 是 范畴 . 

一 个 范畴 5 由 下 列 三 个 要 素 组 成 : 

A) 一 类 数学 对 象 ( 称 为 对 象 ) Ob(€); 

B) 对 任意 4, B € Ob(E) 予以 一 个 集合 More(A,B) (其 中 的 元 
称 为 从 4 到 B 的 态 射 , 亦 可 记 为 Arre(A,B) 并 称 其 中 的 元 为 前 头 ; 
4 称 为 态 射 (箭头 ) 的 定义 域 或 源 , B 称 为 态 射 的 值 域 或 靶 ; 在 没 
有 疑问 时 可 略 去 下 标 C); 

C) 对 任意 4A, B,C € Ob(€) 予以 一 个 映射 

Mor(B,C) x Mor(A,B) 一 Mor(A,C) 
(g,f) gof 

满足 条 件 : 

i) Mor(A4, B) 丫 Mor(A',B') = 除非 4 = 4'B = B' ( 换 谋 
之 ， 我 们 明确 规定 ， 给 定 一 个 态 射 时 必须 同时 给 定 其 源 和 和 靶 ); 

ii) 对 任意 4, B,C,D € Ob(€) 及 任意 f € Mor(A,B),g € 
Mor(B,C), he Mor(C,D), 有 (hog)of =ho(go); 

iii) 对 任 一 4 € Ob(@), 存在 一 个 单位 态 射 i da € Mor(4,4) 使 
得 对 任意 B € Ob(C) 及 任意 f € Mor(A,B), g € Mor(B, 4), 有 
foida = 二 f,id4 og 二 9 (显然 4 的 单位 态 射 是 唯一 的 ). 

注意 我 们 并 没有 假定 Ob(C) 是 一 个 集合 (参看 下 面 的 例子 ), 尽 
管 我 们 可 以 使 用 集合 论 的 某 些 术 语 和 符号 如 “属于 ”(€). 


例 1.1 ji 所 有 集合 组 成 一 个 范畴 ((sets)), 其 对 象 为 集合 ， 态 
射 为 映射 . 注意 sin :到 一 下 和 sin: 屎 一 [一 4) 吉 看 作 不 同 的 在 射 . 
注意 Ob((sets)) 不 是 一 个 集合 . 

ii) 拓扑 空间 的 范畴 们 ， 其 态 射 为 连续 上 映射， 这 是 ((sets)) 的 
一 个 子 范畴 ， 即 Ob(T) C Ob((sets)) 且 对 任意 4,B € Ob(3) 有 
Nors(A, B) C Mor((sets)) (A, B). 

ii) 群 的 范畴 ((groups))， 其 态 射 为 同 态 .其 中 阿 贝尔 (加 ) 群 
组 成 一 个 子 范畴 Ab, 且 对 任意 4,B € Ob(&p) 有 Moraeb (4, B) = 
Mor((groups)) (A4,B). 这 样 的 子 范畴 称 为 全 的 . 

iv) 一 个 域 k 上 的 所 有 线性 空间 组 成 一 个 范畴 Jik， 其 态 射 为 
k- 线 性 映射 ， 更 一 般 地 ， 一 个 环 R 上 的 所 有 模 组 成 一 个 范畴 Nr、 
其 态 射 为 R- 同 态 . 

v) 所 有 有 单位 元 的 交换 环 组 成 的 范畴 ((rings)), 其 态 射 为 环 同 

vi) 一 个 域 k 上 的 带 滤 线性 空间 ( 即 &- 线 性 空间 对 WW CV) 组 
成 一 个 范畴 ， 其 中 的 一 个 态 射 (W CV) 一 (WC V') 是 一 个 天线 
性 映射 了 :YY 一 V' 使 得 f(W) C W'. 更 一 般 地 ， 一 串 上 -线性 空间 
WC Wz2 CC.… CW 称 作 一 个 底 , 所 有 的 旗 也 组 成 一 个 范畴 . 

vii) 设 为 一 个 拓扑 空间 ， 定 义 一 个 范畴 到 如 下 ， Ob(7) 为 
了 的 所 有 开 子 集 全 体 ; 对 任意 开 子 集 U,V, 若 UCV, 则 Mor(U,V) 
由 包含 映射 U 一 Y 一 个 元 组 成 ， 否 则 Mor(U,V) = 0. 更 一 般 地 ， 
著 了 是 一 个 半 序 集 , 我 们 可 类 似 地 以 工 的 元 为 对 象 建立 一 个 范畴 . 
注意 此 时 所 有 对 象 组 成 一 个 集合 , 这 样 的 范畴 称 为 小 的 . 

viii) 设 CE 为 一 个 范畴 . 如 果 我 们 将 € 中 的 所 有 箭头 改变 方向 
并 改变 合成 映射 o。 的 次 序 (这 只 是 改变 记号 而 已 ), 则 得 到 一 个 新 范 
畴 CP?. 称 作 & 的 对 偶 范 畴 . 例如 ((rings)) 的 对 偶 范 畴 可 以 解释 为 
所 有 (有 单位 元 的 交换 环 的 ) 谱 组 成 的 范畴 (参看 VHL.1). 

ix) 对 任意 两 个 范畴 EC,C' 可 以 定义 它们 的 积 C5 x C5, 其 对 象 为 
所 有 对 象 对 (4.4) (A € Ob(€), A'€ Ob(@)), 而 


Mor((A. A),(B. B')) = Mor(A,B) x Mor(4 B'") 
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设 上 为 一 个 范畴 ， 4,B e 0Ob(C)， 一 个 态 射 了 : 4 一 万 
称 为 满 射 , 如 果 对 任意 C € Ob(€) 及 任意 g1,g2 < Mor(B,C), 车 
9ioj 二 9g20f 则 gi = gz. 类 似 地 可 以 定义 单 射 , 它 是 满 射 概念 的 对 
人 情 ( 即 《中 的 单 射 为 EP? 中 的 满 射 ). 一 个 态 射 f :4 一 B 称 为 同 
构 , 如 果 存 在 态 射 g: B 一 A 使 得 fog = idp, gof =ida. 一 个 对 象 
Pe€ Ob(€) 称 作 投 射 的 , 如 果 对 CE 中 的 任意 满 射 f : 4 一 B 及 任意 
态 射 9 :PP 一 B, 存在 态 射 9 :PP 一 4 使 得 fog' =g. 类 似 地 可 以 
定义 内 射 对 象 ， 它 是 投射 概念 的 对 偶 ， 一 个 对 象 Te Ob(€) 称 作 起 
始 的 (或 终止 的 ), 如 果 对 任意 A € Ob(€), Mor(1, 4) (或 Mor(4,7)) 
由 一 个 元 组 成 . 由 抽象 废话 ， 任 意 两 个 起 始 (终止 ) 对 象 之 间 有 唯 
一 同 构 . 若 工 既是 起 始 的 又 是 终止 的 ， 则 称 了 为 震 对 象 ， 例如 在 
((sets)) 中 ， 空 集 0 是 起 始 对 象 ， 任 意 一 元 集 是 终止 对 象 ， 而 在 &p 
中 0 是 零 对 象 . 若 € 有 零 对 象 0, 则 对 任意 4, B e Ob(€) 有 唯一 态 
冉 f:A 一 0 及 g:0 一 B, 从 而 gof :4 一 B 是 唯一 决定 的 (与 零 
对 象 0 的 选择 无 关 ), 称 为 从 4 到 B 的 零 态 射 , 记 作 0. 

设 CE' 为 两 个 范畴 .一 个 从 E 到 @ 的 共 变 隆子 由 两 个 要 
素 组 成 : 
A) 对 任意 4 € Ob(C) 予以 一 个 对 象 F(A) € Ob(C'); 
B) 对 任意 4,B e Ob(€) 予以 一 个 映射 
F :More(A,B) — More'(F(A), F(B)) 
使 得 对 任意 f € More(A,B), g € More(B,C) 有 F(gof)= F(g)o 
F(f), 且 对 任意 A € Ob(€) 有 Flida) = idp(a). 

记 Fun(c, EC ) 为 从 E 到 上 的 共 变 是 子 全 体 (不 一 定 是 集合 ). 
显然 对 任意 两 个 也 子 下: CE 一 C 和 G:C 一 C' 可 以 定义 其 合成 交 
子 GoF:C C9. 一 个 从 5 到 EC’' 的 反 变 函 子 是 一 个 从 CP 到 @ 
的 共 变 函 子 . 

例 1.2 i) 对 任意 Ce Ob(C") 可 以 定义 一 个 “ 常 了 浮子”kc : 
C= CC, 对 任 一 A€ Ob(€) 令 kc(4)=C, 且 对 € 的 任 一 态 射 了 令 
kc(f) 三 ide. 此 外 显然 有 个 “ 恒 等 遇 子 ” ide :CE 一 他 

ii) 字 到 ((sets)) 的 甘 入 是 一 个 岳 子 . 


. 99 ， 


ii)“ 遗 慰 冰 子 ”iiR 一 &b, 将 每 个 严 模 上 映 到 其 如 释 ，“ 环 掉 ” 
R 在 其 上 的 作用 . 

iv) 对 偶 昂 子 Ci 一 Wi 将 每 个 有 -线性 空间 映 到 其 对 侦 空 间 ， 
这 是 一 个 反 变 孔 子 . 

v) 将 每 个 拓扑 空间 映 到 其 上 的 所 有 连续 实 泡 数 的 集合 的 反 变 
阴 子 完 一 ((sets)). 

vi) 任 一 范畴 © 中 的 任 一 交换 图 可 以 看 作 一 个 疯子 . 例如 交换 
图 


4 一 一 一 万 一 一 人 


| | | 


及 一 一 一 下 一 一 一 了 

可 以 看 作 一 个 也 子 一 C5, 其 中 工 为 半 序 集 {a,b,c,d,e,fla<b< 
c<fa<d<e<f,b<f}, 按 例 1.1.vii) 的 方法 看 作 一 个 范畴 . 

vii) 设 CE 为 范畴 ， A € Ob(C), 则 可 定义 一 个 反 变 函 子 4 (或 
记 为 Mor(:, 4A)): 5 一 ((sets)), 其 中 4(B) = Mor(B,4)， 此 外 由 
(4A, B)}r Mor(4,B) 可 以 定义 一 个 图 子 Eee x C5 一 ((sets)). 

设 已 G 为 E 到 邓 的 两 个 郑 子 .一 个 从 瑟 到 C 的 自然 变换 工 
是 对 任 一 4 €& Ob(5) 给 出 一 个 态 射 T(4) : (4) 一 G(4)、 使 得 对 
任意 f s More (A, BP) 有 交换 图 


F(A) -一 人 G(A) 


Le le 


F(B) ——, G(B) 


若 对 每 个 A E€ Ob(5), T(4) 都 是 同 构 ， 则 称 全 为 自然 等 价 , 此 时 可 
记 五 全 G. 记 Tan(EG) 为 从 五 到 G 的 自然 变换 全 体 . 
对 两 个 范畴 © 和 €', 车 存在 共 变 函 子 :ECE 一 CE 和 G:C 一 CE 
使 得 FoG ide. GoF ide, 则 称 € 和 EC’ 为 等 价 的 , 记 作 CC. 
若 € 是 小 的 ， 则 对 任 两 个 耳 子 忆 G :CE 一 人 从 下 到 G 的 
所 有 自然 变换 组 成 一 个 集合 (可 以 看 作 , I More (F(A). G(A) 
AEOD(S 


的 子 集 ). 豆 Fun(5.C) 可 以 看 作 一 个 范畴 ， 其 态 射 为 月 然 变 换 . 
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例 1.3 i) 设 了 = {a,bla < 6}， 对 任意 范畴 E， 一 个 函 子 
:也 世 等 价 于 一 个 中 的 态 射 4  B, 而 一 个 自然 变换 下 一 G 
等 价 于 一 个 交换 图 


4 一 一 一 也 


4 ”一 一 已 

ii) 设 E 为 任 一 范畴 ， 下 :CE 一 %p 为 任 一 男子 ， 则 任 一 整数 m 
给 出 一 个 自然 变换 n.: :FF 一 FF, 由 1: 了 F(A) 王 F(A4) (4EOb(&b)) 
组 成 ， 故我 们 称 n: 为 “自然 同 态 ”. | 

iii) 由 Tor(G) = Gitor 可 以 定义 一 个 孙子 Tor:&b 一 Mb, 故我 
们 称 对 应 关系 G r Gtor 为 疡 子 性 的 , 而 称 Gtor 为 G 的 典范 子 群 
(“典范 ”一 词 意 为 具有 池子 性 ). 嵌入 映射 Gtor 一 G 称 为 “典范 同 
态 ”, 也 可 以 称 作 “自然 同 态 ”, 即 看 作 一 个 自然 变换 Tor 一 idabp. 

iVv) 设 1:4 一 B 是 范畴 EC 中 的 态 射 , 则 由 Ty(g) = fog 可 定 
义 一 个 自然 变换 Tj :4 一 卫 . 


2. 预 层 


一 个 范畴 CE 上 的 一 个 集合 预 层 (简称 预 层 ) 是 一 个 从 到 ((sets)) 
的 反 变 函 子 ， 预 层 的 “ 态 射 ” 指 的 是 自然 变换 .同样 可 以 定义 阿 册 
尔 群 预 层 ( 即 从 E 到 ab 的 反 变 函 子 ) 等 等 . 

引 理 2.1 (Yoneda 引 理 ) 设 瑟 是 上 上 的 预 屋 ，X € Ob(€), 则 
有 自然 一 一 对 应 Tran(X,F) > F(X). 

证 . 设 5e F(X). 对 上 中 的 态 射 1 :A 一 X, 令 &(4)(f) = 
FF(f)(£), 易 见 这 定义 一 个 自然 变换 上 € Tran(X, FF). 

反之 , 车 &€ € Tran(X,F), 令 ££ = E(X)(idx) € F(X), 则 对 E 
中 的 态 射 1 : 4 一 六 有 交换 图 


Mor(X, X) F(X) 


| [Fo 


Mor(A, XX) HY F(A) 


故 所 (了 )(€) = FU otE(X)(idx) = (4)(f 有 ). 从 而 由 & 队 一 决定 . 
证 毕 . 

设 下 是 & 上 的 预 层 ， 若 存在 X €& Ob(C) 使 得 之美 ， 则 
称 下 为 可 代表 的 , 由 X 代表 ， 由 引 理 2.1 的 证 明 可 知 ， 给 定 一 个 
关系 FF > XX 等 价 于 给 定 一 个 & E FE(X)， 使 得 对 任 一 a € 下 (4) 
(4 € Ob(&)), 存在 唯一 态 射 /: 4 一 XX 使 得 a = 下 (了 )(€). 我们 可 
以 用 另 一 种 方式 说 明 可 代表 性 ， 令 了 为 所 有 对 (4,a) (4 € Ob(@)， 
a e F(A4)) 组 成 的 范畴 ， 其 中 的 一 个 态 射 (4,a) 一 (B,6) 是 指 
一 个 态 射 Fe More(A,B) 使 得 F(P)(6) = a. 则 易 见 下 由 站 及 
E € F(X) 代表 当 且 仅 当 (X,é) 是 的 一 个 终止 对 象 . 我 们 说 (X,é&) 
(或 多) 具有 泛 性 . 

例 2.1 ji 设 范畴 5 具有 零 对 象 0,f :4 一 互 为 上 中 的 态 
射 ， 下 为 EC 上 的 预 层 其 中 F(X) 由 所 有 交换 图 


入 -一 一 一 0 


ln | 


A BB 


组 成 (参看 例 1.2.vi)). 车 下 由 € Ob(C) 代表 ， 则 称 下 (或 ik) 
为 f 的 核 ( 记 为 ker(f)), 这 等 价 于 对 5 中 的 任意 态 射 9:X 一 4， 
若 f09 = 0, 则 有 唯一 态 射 9 :XX 一 使 得 g= ikog. 

类 似 地 我 们 可 以 定义 余 核 , 它 是 核 的 对 偶 概念 ， 即 & 中 的 核对 
应 于 cep 中 的 余 核 . 

i) 设 :4 一 C,g:B 一 C 为 范畴 EC 中 的 态 射 ， 下 为 CE 上 
的 预 层 ， 其 中 F(X) 由 所 有 交换 图 


XB 


[ | 


4 ;0C 


组 成 . 车 下 由 De Ob(€) 代表 ， 则 称 D (或 (D,pp,gqp)) 为 4 和 
B 在 C 上 的 纤维 积 或 拉 回 . 这 等 价 于 对 5 中 的 任意 对 象 X 及 任意 
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念 射 px :六 一 4, qx : 针 一 B 使 得 fopx = gogx, 存在 唯一 
时 hh:XX 一 DD 使 得 px = 二 ppoh, qx 二 4Doh. 记 DD=A4xcB, 称 
PD.4D 为 投射 , 有 时 记 pp = pri, gp = pr2. (举例 说 ， 者 f,9 为 集 
合 的 上 映射， 则 A xc B= {(a.b)la€ Ab€B.f(la)=9g9(0b)); 而 VI.2 
给 出 另 一 个 例子 ，) 车 C 为 终 目 对 象 ， 则 称 DD 为 4 和 B 的 直 积 
( 它 代表 预 层 F(X) = Mor(X, 4) x Mor(X, B), 注意 即使 中 没有 
终止 对 象 也 可 以 定义 这 个 预 层 ). 若 4 = B, 则 称 DD 为 f 和 9g 的 等 
同化 子 . 

对 偶 地 我 们 可 以 定义 推出 和 直 和 , 留 给 读者 作为 练习 . 

iii) 更 一 般 地 ， 设 J 为 小 范畴 ，《 为 任意 范畴 ，G € Fun(J, EC) 
对 任 一 XEoOblc), 令 下 (X) = Tran(kx,G), 这 样 定 义 了 一 个 区 上 
的 一 个 预 层 F. 车 五 由 上 € Ob(C) 代表 ， 则 称 工 为 G 的 一 个 北极 
限 , 记 为 hm 了 .由 抽象 废话 G 的 所 有 北极 限 相 互 同 构 ， 举例 说 ， 
&b 中 的 一 列 态 射 : 


GCT (1) 


具有 逆 极 限 
lm Gn 涯 {(: 二 )| gn € Gn, fn(gn) 一 gn+1Vn} 


逆 极 限 的 对 偶 概念 是 直 极 限 , 读者 可 自行 定义 .例如 (1) 具有 直 极 
限 
lm Gn 六 Grn/(g» f(gn), Vgn 和 Gn ) 


注意 核 、 纤 维 积 等 都 是 道 极限 的 特例 ， 而 余 核 、 推 出 等 是 直 极 限 的 
特例 . 

iv) 拓扑 空间 的 一 个 连续 映射 三 : 工 一 代称 作 一 个 直线 从 如 果 
对 任 一 点 tE€E 工 存在 t 的 邻 域 U CT 使 得 LxrU = f/f-1(U) 衬 UxR. 
设 克 = Pl,V=R??,Lo={(r,y,X:Y)eV wx PilzyY = yX}. 则 
易 见 Lo 一 万 是 直线 从 (因为 对 70 的 开 子 集 Uo = {1:Y)Y € R} 
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和 ZL = {(X:1)X eR} 有 Loxr, Uo UoxR, Loxr, US UxR). 
它 是 平面 从 V xT 的 子 从 ， 对 任意 拓扑 空间 工 邻 F(T) 为 平面 从 
V x 了 的 (过 原点 的 ) 子 直线 从 全 体 ， 且 对 任意 拓扑 空间 的 连续 映 
轴 :TT 地 了 及 任 一 LE F(T) 令 了 F(A)(L)= 工 xTT', 则 定义 了 
一 个 到 上 的 预 层 F. 

我 们 来 证 明 (了 ,Lo) 代表 FF， 对 任 一 Te Ob(3) 及 任 一 工 E 
F(T), 我 们 需要 证 明 存 在 唯一 连续 映射 1 : 工 一 也 使 得 L = Lo x 
TCVxT. 易 见 有 连续 映射 g: LL 一 0xT 一 To, g(x,y,t) = (zx:y). 
由 直线 从 的 定义 不 难 验 证 9 诱导 连续 映射 f :TT 一 1, 给 出 工 = 
Lo xT, 了 7, 而 f 的 唯一 性 是 显然 的 . 注意 荆 中 的 一 个 点 (X :了 ) 代 
表 V 中 的 一 条 直线 xY 一 yX = 0. 我 们 称 Th 为 V 中 直线 的 精细 
参量 空间 . 


1， 设 在 范畴 © 中 任意 纤维 积 都 存在 . 设 XX 羽 5,Y 号 5. 
Z 5 为 上 中 的 态 射 证明， 

ij) 和 xs 玉兰 多 xsX; 

ii) (X xsY) xsZXAxs(Y xs Zi 

iii)) 若 基 =5S 而 f=idsy 则 XxsY 闫 Y. 

2”. 设 :RR 一 4,g :RR 一 B 为 环 同 态 ,其 中 下 为 忠实 平坦 的 ， 
9 为 单 射 .证 明 RR 为 da@Rg: 4 一 A®BRB 与 f8@ridp:B- ABRB 
在 环 范畴 中 的 拉 同 . 

3. 设 范畴 E 为 范畴 . 证 明 下 列 条 件 等 价 (参看 例 2.1.iii)): 

i) 在 E 中 任意 北极 限 存在; 

i) 在 中 任意 直 积 和 任 两 个 态 射 六 9 : 4 一 B 的 等 间 化 子 存 
在 ; 

ii) 在 € 中 任意 直 积 和 任 两 个 仿 射 f :4 一 C,g:B 一 CC 的 纤 
维 积 存在 . 


对 偶 地 给 出 任意 直 极 限 存在 的 等 价 条 件 . 

4. 证 明 在 ga 中 任意 拉 回 与 推出 存在 . 

5. 设 为 环 ，2R 为 R- 代 数 的 范畴 ， 4 为 R- 代 数 . 对 任意 
Be Ob(UR), 令 Fa(B) 为 所 有 从 A 到 B 的 R- 代 数 同 态 组 成 的 集 
合 ， 则 易 见 Fa 定义 了 一 个 从 QR 到 ((sets)) 的 共 变 函 子 . 证 明 4 
在 同 构 之 下 由 F4 唯一 决定 ， 换 言 之 若 4' 为 RE- 代数 而 Fw 与 Fa 
自然 等 价 ， 则 有 R- 代 数 同 构 4 一 4 (提示 ,参看 Yoneda 引 理 . ) 

6. 设 了 为 小 范畴 ， 五 G 为 了 上 的 预 层 ，t :下 一 G 为 态 射 ( 即 
自然 变换 ). 证 明 t 是 单 射 ( 满 射 , 同 构 ) 当 且 仅 当 对 任意 4 € Ob(3)， 
t(4) : F(A4) 一 G(4) 是 单 射 ( 满 射 ， 同 构 ). 
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XI. 阿 贝尔 范畴 


本 章 中 的 范畴 都 具有 零 对 象 ， 且 记 0e 为 范畴 E 的 一 个 零 对 象 
(在 没有 疑问 时 简 记 为 0). 


1. 阿 贝 尔 范畴 的 定义 与 基本 性 质 


设 范畴 CE 的 任意 两 个 对 象 有 直 和 和 与 直 积 ， 则 有 一 个 从 直 和 到 
直 积 的 自然 态 射 , 若 4,B € Ob(C), 则 两 个 态 射 ida : 4 一 4 与 
0: 4 一 B 给 出 一 个 态 射 i:A4 一 A x B, 同 样 有 7j:B 一 AxB,i 
与 了 给 出 一 个 自然 态 射 (典范 态 射 ) T(4, B): 4B 一 AxB.(“ 自 
然 ” 的 意思 是 ， 若 将 直 和 与 直 积 看 作 两 个 从 Ex 已 到 上 的 孙子 ， 
则 工 (4, B) 给 出 从 直 和 函 子 到 直 积 函 子 的 一 个 自然 变换 T，) 但 
T(A4,B) 不 一 定 是 同 构 ， 例 如 若 E 为 (sets) 中 所 有 包含 一 个 公共 元 
s 的 集合 组 成 的 子 范 畴 ， 其 中 的 态 射 为 将 s 映 到 s 的 映射 则 {s} 
为 零 对 象 ， 直 和 为 集合 的 并 而 直 积 为 集合 的 积 . 
定义 1.1 在 一 个 具有 和 零 对 象 的 范畴 € 中 ， 若 对 任意 4,B € 
Ob(C), Mor(4,B) 具有 阿 贝 尔 (加 ) 群 结构 ， 且 加 法 与 合成 o 满足 分 
配 律 ( 即 对 任意 C € Ob(€) 及 任意 f,9 € Mor(A4,B), h € Mor(C, 4)， 
he Mor(B,C) 有 (f+g)oh = foht+goh, ho(f +g) = hof +h’og), 
则 称 € 为 加 性 的 . 
引 理 1.1 设 E 为 加 性 范畴 ， 且 任意 两 个 对 象 有 直 积 (或 任意 
两 个 对 象 有 直 和 ), 则 任意 两 个 对 象 有 直 和 ( 直 积 ), 且 从 直 和 到 直 积 
的 和 ( 即 上 述 7) 为 自然 同 构 ( 即 工 是 自然 等 价 )， 
. 设 E 的 任意 两 个 对 象 4,B 有 直 积 . 令 p:4xB 一 4h4， 
q: AxB 一 B 为 投射 ,i,7 如 上 述 . 由 分 配 律 有 poficp+ jg = P， 
qo(iop 十 j09) = 二 9, 从 而 由 抽象 废话 有 icp 十 7]09 = id4axBs. 对 任意 
C € Ob(C) 及 任意 态 时 1f:4->C,g:B 一 CC, 态 射 hh= op+gog: 
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AxB 一 C 满足 hoi= ff, 有 ho7 二 9g; 反之 若 h:AxB 一 C 满足 
hoi=f,hoj 二 g 则 fop 寺 gog 二 hio(iop 十 jog) 二 及 . 故 由 
定义 4xB 为 4 和 B 的 直 和 . 

任意 两 个 对 象 有 直 和 的 情形 证 明 类 似 . 证 毕 . 

以 下 我 们 谈 到 加 性 范畴 总 假定 直 和 仔 在 ,并 通过 典范 同 构 将 直 
和 与 直 积 等 同 起 来 . 

若 5 为 加 性 范畴 ， 4, Be Ob(c), 则 由 两 个 id4 给 出 “对 角 态 
射 "Aa:4 一 4x4( 即 prioAas=proA4=id4), 对 偶 地 有 “ 余 
对 角 态 射 ” Vs : B@B 一 B. 不 难 验 证 两 个 态 射 f,g: 4 一 B 的 和 
为 fy = VBao(f,g)o°o Aa. 

设 € 和 EC 为 加 性 范畴 ， 下 :CE 一 C' 为 函 子 .车 对 任意 4, Be 
Ob(€), 三 : More(A,B) 一 More'(F(4),F(B)) 是 阿 贝 尔 群 同 态 ， 
则 称 天 为 加 性 的 . 此 时 有 天 (0c) 兰 0e', 且 对 任意 4, B es Ob(€) 有 
F(4@B) (A)@F(B), 简 言 之 保持 直 和 与 零 对 象 (用 引 理 1.1 
的 证 明 中 的 记号 ， 有 Ff(p)o F(i) = idp(4), fF(p)o (7) = 0c' 等， 
由 此 不 难 验证 F(A @B) 的 泛 性 ). 例如 Mor(,:) :co xE 一 6 为 
加 性 函 子 (注意 EP? x EC 也 是 加 性 范畴 ). 

设 了 :4 一 了 为 加 性 范畴 E 中 的 态 射 ， 则 f 为 满 射 当 且 仅 当 
对 任意 态 射 9: 妃 一 C, 若 gojf=0 则 9=0( 若 /有 余 核 ,这 等 价 
于 coker(f) = 0); 而 f 为 单 射 当 且 仅 当 对 任意 态 射 g:C 一 4, 若 
fg 二 0 则 g=0( 奇 f 有 核 ， 这 等 价 于 ker(f) = 0). 由 定义 易 见 
任 一 核 是 单 射 ， 而 任 一 余 核 是 满 射 . 

设 范 畴 EC 中 的 每 个 态 射 都 有 核 与 余 核 . 对 任 一 态 射 f : 4 一 卫 ， 
令 im(j = ker(coker( 了 )), coim(f) = coker(ker(f)), 分 别称 为 了 的 象 
和 余 象 . 由 核 的 定义 ， yj 诱导 的 态 射 ker(f) 一 im(f) 是 零 态 射 ， 从 
而 诱导 典范 态 射 coim(f) 一 im( 了 ), 但 它 不 一 定 是 同 构 ， 例 如 在 一 
个 域 上 的 带 滤 线 性 空间 的 范畴 ( 见 例 区 .1.1.vD) 中 , 令 f:(0c 
太一 (Y CV) 为 idv 诱导 的 态 射 (V0), 则 im(f) = (V CTV)， 
coim(f)= (0 CV). 

定义 1.2 一 个 范畴 上 称 为 阿 贝尔 范畴 , 如 果 

AB0.E 是 加 性 的 ; 
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AB1. 每 个 态 射 都 朋 核 与 余 核 ; 

AB2. 态 射 诱 时 的 从 余 象 到 象 的 典范 态 射 是 典范 同 构 . 

首先 注意 这 个 定义 有 两 个 重要 特点 : 一 是 每 条 公理 都 是 日 对 借 
的 ， 故 由 此 推出 的 任何 定理 的 对 偶 也 成 立 (为 方便 起 见 将 在 一 个 定 
理 的 名 称 上 加 是 号 表示 其 对 侦 定 理 ), 而 且 阿 贝尔 范畴 的 对 偶 范 畴 
也 是 阿 贝 尔 范畴 ; 二 是 所 涉及 的 零 对 象 、 直 和 、 直 积 、 核 、 余 核 等 都 
是 典范 的 ， 故 由 它们 构造 出 的 任意 对 象 、 态 射 等 及 其 各 类 关系 (如 
交换 图 、 正 合 列 ) 都 是 典范 的 ， 例 如 大 有 交换 图 


4 了》 有 


| | 


4 _ ， ;BB 


二 


则 有 典范 诱导 态 射 ker( 矿 ) 一 ker( 亡 和 coker(f') 一 coker( 了 ). 

引 理 1.2 设 范畴 上 满足 公理 AB0 和 AB1, 则 EC 是 阿 贝 尔 范 
畴 当 且 仅 当 下 面 的 AB2 成立: 

AB2 . 任 一 单 射 是 其 余 核 的 核 ， 任 一 满 射 是 其 核 的 余 核 . 

证 . 必要 和 性: 若 有 :4 一 B 是 单 射 , 则 ker(coker(f)) = im( 廊 衬 
coim(/) = coker(ker( 月 ) s A, 类 似 地 可 得 AB2' 的 另 一 个 断言 ， 

充分 性 : 由 AB2’ 立 得 任 一 既 满 又 单 的 态 射 为 同 构 , 故 由 对 偶 性 
只 需 证 明 coim( 了 ) 一 im(f) 是 满 射 ， 或 4 一 im(f) 是 满 射 即 可 . 令 
C = coker(A 一 im(f)), K = ker(im(f) = C0C), 则 ii: Ko im(f) oo 
B 是 单 射 ， 且 存在 g: 4 一 大 使 得 iog = f. 故 有 满 射 coker(f) 一 
coker(K 一 也) 一 coker(im(f) 一 互 ). 由 于 余 核 是 满 射 ， 由 AB2' 有 
coker(f) SE coker(ker(B 一 coker(f)) — B) coker(im(f) 一 B), 故 
coker( 上 太一 B) 兰 coker(f), 从 而 由 AB2 有 


K ker(coker(K 一 B)) 兰 ker(coker(f)) = im(f). 


由 此 C = 0, 故 4 一 im(f) 为 满 射 .证 毕 . 
由 定义 Ab 和 RR (对 任 一 R) 为 阿 贝 尔 范畴 . 下面 给 出 另 一 
个 例子 . 
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例 1.1 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 按 例 区 .1.1.vii) 的 方式 看 作 一 
个 小 范畴 . 设 已 是 X 上 的 一 个 阿 贝尔 群 预 屋 ， 对 XX 中 开 集 的 一 
个 包含 关系 7: VV 二 UU. 记 了 F(i) = pvuv. 对 任 一 开 集 U 及 其 任 一 开 
复 盖 {Uilie 7)}, 我 们 有 复 形 


0 一 FTTF 2 I Fn (1) 
ic7 ijel 
其 中 
gn si) 一 人 PUi(Uinv;) (si) — pu;(vinv;)(s;)), f(s) = Tipvw,(s) 
iEI i, El i€1 


若 对 任意 U 及 任意 开 复 盖 (1) 都 是 正 合 的 ， 则 称 下 是 X 上 的 一 
个 ( 阿 贝 尔 群 ) 层 . 记 bx 为 上 的 阿 贝 尔 群 时 的 范畴 (作为 阿 贝 
尔 群 预 层 范畴 的 全 子 范 畴 ). 

对 任意 预 层 F, 我 们 可 以 构造 一 个 典范 的 伴随 层 下 + 如 下 对 


任 一 点 xX EAX, 令 瑟 = lim F(U) (一 个 元 se€ OO) 在 严 中 的 
rEU 


象 记 作 ss)， 对 任 一 开 集 U 令 (UV) = 也 Fr， 则 不 难看 出 里 是 


一 个 层 . 令 FT(U) 为 (U0) 中 局 部 党 ;信函 数 全 体 组 成 的 子 群 ( 即 
P+(U)= {se€EB(UV)| 存在 U 的 开 复 六 {Uili ET} 及 si €U;(ie7) 
使 得 对 任意 ze U; 有 sz = (si)z}). 不 难 验证 * 是 一 个 层 , 且 存 在 
典范 态 射 6: 下 一 Ft. 易 见 车 下 是 层 则 98 是 同 构 , 故居 具有 如 下 
泛 性 : 对 和 上 的 任意 阿 贝 尔 群 层 G 及 任 一 态 射 和 :下 一 G 存在 唯 
一 态 射 沙 : fF? 一 G 使 得 $=Wo9 ( 因 9 诱导 ww: 了 Ft 一 G 兰 G). 

若 8: 一 G 是 层 的 态 射 , 则 易 见 ker($) 是 一 个 层 ; 但 coker(9) 
未 必 是 层 ， 不 过 由 上 所 述 coker(8)t+ 是 $5 在 MAbx 中 的 余 核 ， 不 难 
验证 bx 中 的 一 个 态 射 列 0 一 五 一 G 一 互 一 0 为 正 合 当 且 仅 当 
人 0 一 天 一 Gr 二 昌 , 一 0 下 合 ， 由 此 即 可 得 bx 是 

贝尔 范畴 ， 我 们 将 细节 留 给 读者 验证 . 

类 似 地 ， 车 及 是 针 上 的 环 层 ， 今 VR 为 关上 有 R- 模 层 的 范 
睹 ， 则 ItR 是 阿 贝 尔 范 畴 . 
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一 个 阿 贝尔 范畴 中 的 一 列 态 射 3 4 名 hy 人 
称 作 一 个 复 形 , 如 果 对 每 个 nn 有 fo -1 = 0; 称 作 一 个 正 合 列 . 如 
果 它 是 复 形 且 对 每 个 ?诱导 态 射 ini( 访 -1) 一 ker( 户 ) 是 同 构 (注意 
这 等 价 于 coker( 放 1) 一 coim(fn) 是 同 构 ， 帮 和 正 合 列 的 定义 是 上 月 对 
偶 的 ). 

命题 1.1 在 任 一 阿 贝 尔 范畴 CE 中 ， 任 意 两 个 态 射 f :4 一 C. 
9 :已 一 C 都 有 纤维 积 . 记 D=AxcB,p:D 一 4,g:D 一 BB 为 
投射 ， 则 

i) ker(p) 兰 ker(g), 特别 地 ， 若 9 是 单 射 则 p 是 单 射 . 

ii) 对 任意 态 射 h:E- BB 有 Exs(AxcB)SExcAh. 

ii) 若 g 是 满 射 则 p 是 满 射 ， 且 此 时 C 是 p 和 的 推出 . 

iv) 设 p: C -> coker(g) 为 投射 ， 则 有 正 合 列 A xc BA 全 $ 
coker(g). 

证 . 仿 h={(f,-9):ABB—C,D= ker(h)p:D— A,g: 
D 一 B 为 诱导 态 射 , 则 有 fop 一 go9= 二 0, 即 fop= 二 gog. 车 有 
P :六 一 49 :D' 一 B 使 得 fop =gog, 则 fop' -gog =0， 
即 ho(p',q') = 0. 故 存在 唯一 态 射 使 得 (p,q) ow = (p,q'), 由 此 
可 见 D 为 4 和 B 在 C 上 的 纤维 积 . 

i) 令 KK = ker(g),i:K 一 B 为 拱 入 ， 则 由 纤维 积 的 定义 ,存在 
唯一 态 射 7 :KK 一 DD 使 得 go7=i,poj= 二 0. 若 有 h:E 一 DD 使 得 
poh=0, 则 gogoh=0, 敬 由 核 的 定义 存在 唯一 态 射 s:E 一 下 
使 得 goh=ios= 二 qojos, 而 pojos 二 0=poh, 故 由 纤维 积 的 
定义 有 jos==h. 显然 满足 jos 二 hh 的 s 是 唯一 的 ， 因 为 i 是 单身 
(从 而 7 了 是 单 射 ). 故 由 定义 有 KK 兰 ker(p). 

ii) 是 抽象 废话 . 

ii) 车 9 是 满 射 则 (f,g) : A4 人 SB 一 C 是 满 射 ， 从 而 C 对 
coker((p, 一 q) :D 一 A@B). 注意 用 上 面 构造 拉 回 (纤维 积 ) 的 方法 
的 对 偶 可 构造 推出 ， 可 见 C 是 p 和 g 的 推出 ， 从 而 由 训 * (ii) 的 对 
偶 ) 得 coker(p) 兰 coker(g) 三 0, 即 p 是 满 射 . 

iv) 先 考虑 9g 是 单 射 的 情形 ， 只 需 证 明 万 = ker(pocf) 即 可 . 设 
e :巨人 一 4 为 任 一 满足 pofoe=0 的 态 射 ， 则 存在 s :五 一 吾 使 得 
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gos=oe, 故 存在 1 五 一 万 使 得 pot=epot=e got=s. 出 
ii) p 是 单 射 ， 故 满足 pot=e 的 上 是 唯一 的 ， 从 而 忆 = ker(po 门 . 
对 于 一 般 的 g, 令 = im(9), 则 将 9 分 解 成 一 个 满 射 B 二 FF 
和 一 个 单 射 下 一 C 的 合成 ， 且 coker(g) 涯 coker( 下 一). 令 CG = 
AxcF. 则 由 蛮 ) 有 DD 全 GxrB. 由 上 述 特殊 情形 有 G = ker(po 有 ); 
而 由 天) 五 一 G 是 满 射 ， 故 也 一 4 一 coker(g) 正 合 ， 证 毕 . 
定理 1.1 ( 蛇 形 引 理 ) 设 在 阿 贝 尔 范畴 € 中 有 交换 图 


A 2， A A 0 


rr 9 


人 


0 BB B’ 


其 中 的 行 都 是 正 合 的 ， 则 有 典范 态 射 5 : ker(f”) 一 coker( 广 ) 使 得 
典范 列 
ker(f') Sker(f) 3 ker( 7) OS coker(f’) 


号 coker(f) 3 coker(f”) 


为 正 合 ， 此外， 车 g1 是 单 射 ， 则 go 为 单 射 ; 若 hs 是 满 射 ， 则 hs 
为 满 射 . 

证 .首先 令 下 = 4 xa ker(f), 则 由 命题 1.1.i), iv) 有 天 衬 
ker(g2 o 广 ) = ker(f'), 且 KK 一 ker(f) 一 4” 正 合 ， 故 (3) 在 ker( 门 
处 正 合 ， 且 当 gi 为 单 射 时 go 为 单 射 . 由 对 偶 性 ， (3) 在 coker(7) 
处 也 正 合 ， 且 当 hz 为 满 射 时 hs 为 满 射 . 

我 们 来 定 勾 6. 令 PD= Axarker(f”"),p:D- A 和 09g: 
D 一 ker(1") 为 投射 则 由 命题 1.1.i) 有 右 正 合 列 4 一 DD 一 
ker(f") 一 0. 由 于 ho op= 0, 存在 唯一 态 射 4: D 一 B' 使 得 
920d 二 fop, 而 由 godot 二 fog= 二 gg9of 有 dot=f, 从 
而 4 已 DD 急 B' -coker(1) 为 零 态 射 ， 故 d 诱导 6: ker(f”) 
coker(t) 一 coker( 了 ). 对 侦 地 , 者 令 D' 为 B' 一 B 和 B’ 一 coker( 广 ) 
的 推出 ， 记 :如 一 D'” 和 9 : coker(1°) 二 D" 为 典范 仿 射 ， 则 有 
d': A” 一 D' 使 得 dog) = pof, 从 而 诱导 6’ :ker(f”) 一 coker( 大 ). 


(3) 
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注意 gobod=porop=doiood 且 9 是 满 射 ，9 是 单 射 ， 可 
知 0=0, 即 9% 的 定义 是 自 对 偶 的 . 

由 对 偶 性 我 们 只 需 再 证 明 (3) 在 ker(f") 处 正 合 即 可 . 由 4 的 
定义 易 见 6ojho=0, 故 只 需 验 证 ker(6) 一 coker(ho) 为 委 态 射 . 

令 5= A xB'D,T = im(d), 则 了 f7 可 以 分 解 为 一 个 念 射 fo : 
A’ 一 了 与 杠 入 TT 号 B' 的 合成 {因为 f==dot), 且 Se 社 A’xrD. 
令 9 为 g 和 蔷 入 ker(6) 号 ker(f”) 的 纤维 积 ， 则 由 命题 1.1.iii)， 
iv) 有 正 合 列 9' 一 万 一 coker(f') 且 3 一 ker(6) 为 满 射 ， 而 由 命 
题 1.1.iv) 有 正 合 列 S$S 一 D 一 coker( 了 ), 故 诱导 态 射 9 一 9 为 满 
射 ， 从 而 9 一 ker(6), 换言之 im(S 一 ker(f”)) = ker(6). 令 只 为 
万 一 人 和 万 一 ker( 广 ) 的 推出 ， 则 有 交换 图 


IN 
ho 0 
> ef 


9 - (4) 
| 1 7 
4 fo ， 1 

0 


(但 其 中 无 交换 关系 tor = s). 由 命题 1.1.)”, iv)* 可 见 (4) 的 各 行 
列 均 正 合 ， 故 @ = coker(ho), 且 有 iogos= 二 7ofoor = 0, 从 市 
ker(0) = 二 im(g os) 一 coker(ho) 为 零 态 射 ， 证 毕 . 

注 1.1 在 9 的 定义 中 并 不 一 定 要 用 纤维 积 D, 只 要 取 一 个 交 
换 图 


E 一 一 全 ker(f’”) 


| | 


A A 


使 得 e 为 满 射 ， 则 EE 一 coker(f') 诱导 0. 

注 1.2 任 一 阿 贝 尔 范 畴 都 可 以 嵌入 一 个 模范 畴 匆 a 中 作为 一 
个 全 子 范 畴 ， 且 这 个 嵌入 保持 直 和 、 直 积 、 核 、 余 核 和 有 零 对 象 ( 见 
[5]). 但 我 们 将 不 引用 这 个 结果 ， 主 要 因为 一 方面 我 们 可 以 直接 、 构 
造 性 地 证 明 阿 贝尔 范畴 的 重要 定理 如 蛇 形 引 理 , 这 既 简 单 又 更 有 利 
于 应 用 ; 另 一 方面 我 们 还 将 考虑 投射 和 内 射 对 象 ， 它 们 在 上 述 姐 入 
中 一 般 不 保持 . 

设 c, C' 为 阿 贝 尔 范畴 ， 下 :EC 一 C' 为 孙子 ， 若 下 保持 核 ( 余 
核 ), 则 称 FF 为 左 正 合 的 ( 右 正 合 的 ), 例如 对 任 一 对 象 4 € Ob(C)， 
Mor(4,) :EC 一代 bp 是 左 正 合 的 ， 而 反 变 函 子 Mor( ,4) 将 右 正 合 
列 喘 成 左 正 合 列 . (由 引 理 1.3.1 的 证 法 可 得 抽象 废话 CE 中 的 一 
个 态 射 列 0 一 4' 一 4 一 4” 为 正 合 当 且 仅 当 对 任意 B € Ob(C)， 
0 一 Mor(B, A ) 一 Mor(B,A) 一 Mor(B, 4”) 为 正 合 而 一 个 态 
射 列 4 一 4 一 4” 一 0 为 正 合 当 且 仅 当 对 任意 B € Ob(@)， 
0 一 Mor(4A”,B) -> Mor(A4,B) 一 Mor(4',B) 为 正 合 . ) 若 玉 婚 保 
持 核 又 保持 余 核 ， 则 称 FF 为 正 合 的 (这 等 价 于 对 €& 中 的 任 一 正 合 列 
4., F(A.) 是 正 合 的 ), 例如 遗 后 了 消 子 甸 R 一 Ab ( 见 例 区.1.2.ii)) 是 
正 合 的 ;， 将 拓扑 空间 X 上 的 层 下 映 到 其 在 一 点 ze 有 上 的 “ 花 ” 
7 的 函 子 UAbx 一 &b 也 是 正 合 的 ( 见 例 1.1). 

一 个 对 象 4 € Ob(C) 称 作 内 射 的 (投射 的 )， 如 果 Mor(4，) 
(Mor(., 4)) 是 正 合 函 子 . 我 们 说 E 具有 足够 内 射 (足够 投射 )， 如 
果 对 任 一 对 象 A € Ob(&) 都 有 从 4 到 内 射 对 象 的 单 射 4 一 了 工 (从 
投射 对 象 到 4 的 满 射 已 -> 4). 我 们 知道 %b 和 JR 都 既 有 足够 
内 射 又 有 足够 投射 ( 见 工 3 和 例 VI1.3). 而 Abx 一 般 没 有 足够 投 
射 ， 甚 至 可 能 只 有 0 是 投射 对 象 ， 但 有 足够 内 射 (习题 7). 


2. 阿 贝 尔 范畴 的 一 些 附加 公理 


除 上 而 的 公理 AB0-AB2 外 ， 常 见 的 阿 员 尔 范畴 往往 还 满足 一 
些 更 强 的 公理 . 
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为 方便 起 见 我 们 引进 下 述 术 语 和 记号 . 设 上 为 阿 贝 尔 范 畴 ， 一 
个 对 象 4e Ob(C) 的 一 个 子 对 象 BCA 下 一 个 单 射 B 一 4, 此 
时 B 在 一 个 杰 射 f :C 一 4 下 的 原 象 1-1(B) 是 指 B xa C; 两 个 
子 对 象 BBCA,B'CA 的 区 BNB’ 是 指 有 而 和 和 B+ 十 B' 是 
指 im(B @ B’— A). 

一 个 范畴 3 称 作 过 滤 ' 性 的 , 如 果 它 满足 : 

i) 对 了 中 的 任意 两 个 态 射 六 ge Mor(A,B), 存在 态 射 h:B 一 
C 使 得 hof=hog; 

ii) 对 任意 A,B E Ob(3)， 存 在 C E€ Ob(3) 使 得 
Mor(A,C) 和 人 Mor(B,C) 9. 
例如 ， 对 任 一 集合 可 以 定义 一 个 过 滤 性 小 范畴 31, 其 对 象 为 了 的 
有 限 子 集 而 态 射 为 包含 关系 . 

常见 的 阿 贝 尔 范 畴 附加 公理 有 : 

AB3. 任意 (以 一 个 集合 标记 的 对 象 集 的 ) 直 和 存在 . 

AB3*. 任意 直 积 存在 . 

侣 阿 贝尔 范畴 上 满足 AB3, 则 对 任 一 过 滤 性 小 范畴 3 及 任意 
共 变 函 子 :3 二 ,lim 玉 (定义 见 例 并 .2.1.iii)) 存在 欲 证 明 这 一 

言 ， 令 Arr(3) 为 了 中 的 所 有 态 射 组 成 的 集合 ， 且 对 一 个 了 中 的 

态 射 9, 记 s(0) 为 其 源 ， 不 难 验 证 我 们 有 正 合 列 


DB F(s(0)) 3 > (5) 


EArr(S) 7EOQOb(I) 


其 中 pF|F(s(0)) 二 (idF(s(0)), 一 了 (9))， 着 有 态 射 li 下 一 4 使 得 
F(i) 二 A (i € Ob(9)) 都 是 单 射 ， 则 称 {ijlie Ob(I)} 为 4 的 一 
个 过 滤 性 子 对 象 族 . 

AB4. AB3 成 立 且 任 意 (以 一 个 集合 标记 的 ) 单 射 集 的 直 和 为 
单 射 . 

AB4*. AB3* 成 立 且 任意 满 射 集 的 直 积 为 满 射 . 

AB5， AB3 成 立 且 对 4 的 任意 过 滤 性 子 对 象 族 {AiliE 1} 及 
任意 子 对 象 妃 一 4, 典范 态 射 hny(AinB) 一 (im 4;)nB 是 同 构 
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例如 ， bp 和 in 满足 AB5 和 AB4* (但 不 满足 AB5*, 参看 
习题 4); Abx 满足 AB5 和 AB3*. 

351 理 2.1 设 阿 贝尔 范畴 E 满足 AB3, 则 下 列 条 件 等 价 : 

1) CC 满足 AB5; 

ji) 对 任意 过 滤 性 小 范畴 J, 任意 三 个 国 子 F,G,H:I 一 CC 及 
自然 变换 五 一 G 一 五 使 得 0 一 (i) 二 G(i) 二 H(i) 王 0 对 每 个 
iE Ob(J) 正 合 ,， 则 0 二 lg 二 lgG 于 lmH 一 0 正 合 . 

证 ，i 计 一 D): 不 妨 设 4 = lim 4;， 由 ii)), 对 正 合 列 0 一 Ah; 一 

i€El 


已 一 4/4; 取 直 极限 得 正 合 列 


i€EJ iEI 


故 lim(A/A;) = 0. 再 由 这, 对 正 合 列 0 一 A4;:MmB 一 B 一 4/4; 取 


?和 了 
直 极 限 得 正 合 列 0 一 lim(Ai;nB) 一 B 一 0. 
zE 
i) 过 ii): 我 们 有 交换 图 
0 0 


| | 


DB Fs0) -四 FQ) 一 一 名 F 一 0 
PEArr( IJ) 7TECOP(I) 


| | | 


DB G0)) > BB c0) 一 全 lgG—0 
OEArr(d) jEOb(I) 


| | | 


@ H(s0)) > BB HOG) 一 一 im 万 0 


GEArr() EOb(Y) 
0 0 0 
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故 由 驼 形 引 理 只 需 证 明 ker(ge) - ker(ez) 为 满 射 即 可 由 i 我 们 
只 需 证 明 对 Am(3) 的 任意 有 限 子 集 5， 


ker(Orr) 门 人 中 H(s(90)) C im(ker(@G) — ker(@p)) 
OES 


这 样 就 归结 为 3 是 有 限 范 畴 的 情形 ,但 这 是 显然 的 ， 因 为 有 限 过 波 
性 范畴 有 终止 对 象 ， 而 直 极限 由 终止 对 象 代表 ， 证 毕 . 

推论 2.1 AB5 一 AB4. 

证 ， 对 任 一 族 单 射 4 一 Bi (i € 门 , 令 3 = 91, 则 不 难 验证 
4; 宇 iim ( 田 4;). 故 由 引 理 2.1.i) 有 D4 s lm (D4) 


iEI SEObP(I) iES SEOb(II) 1i€ES 


一 lim (级 B) 宇 四 Bi. 证 毕 . 
i1EI 


还 应 指出 ， 在 范畴 MR 中 有 张 量 积 ， 在 Abx 中 也 可 以 定义 张 
量 积 : 对 和 上 的 任意 两 个 阿 贝 尔 群 层 5, 了 , 显然 U 瞩 E(D@F(D 
是 X 上 的 预 层 ， 其 伴随 层 定 义 为 《CBA (命题 YI.1.1 也 可 以 推广 到 
bx 这 样 的 范畴 ). 具有 张 盟 积 的 范畴 称 为 张 量 范畴 , 它 在 数学 物理 
等 学 科 中 也 起 郑重 要 作用 (参看 [名 ). 此 外 对 于 MR 和 &bx， 函 子 
Mor(:,-) 都 等 于 一 个 图 子 G : 6 一 Ab 和 一 个 果子 H : CP xc 一 
C 的 合成 :对 于 MR, 如 = 瑟 omR() G 为 遗 瑟 图 子 ， 对 &bx， 
日 = Honm 的 定义 是 对 XX 上 的 两 个 阿 贝 尔 群 层 5, 大 在 任 一 开 集 
U CX 上 令 Hom(E, 下 (VU) = MorlElo 大 oh) 而 G =T 的 定义 是 
[TUE) = E(XX) (注意 由 例 1.1 可 见 工 是 左 正 合 函 子 ). 具有 这 种 性 质 
的 张 量 范畴 称 为 闭 范 畴 (参看 例如 [9]). 


习 题 


1. 在 一 个 阿 贝 水 范畴 E 中 ， 一 个 短 正 合 列 
0—»ABBSC 0 z (*) 
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称 作 分 改 的 , 如 果 存 在 同 构 疡 :已 兰 4EC 使 得 在 此 等 价 之 下 了 为 
到 第 一 个 因子 的 包 售 映射 而 9 为 到 第 二 个 因子 的 投射 . 一 个 f 的 分 
拆 指 的 是 一 个 态 射 g :已 一 4 使 得 oo =iqa; 一 个 9 的 分 拆 指 的 
是 一 个 态 射 w:C 一 号 使 得 ge =idc. 证 明 


(*) 分 发 伟 了 具有 分 拆 会 9g 有 具有 分 拆 


(参看 习题 1.12. ) 

2. 证 明 5- 引 理 ， 9- 引 理 和 (加强 的 ) Schanuel 引 理 对 任意 阿 贝 
尔 范 畴 都 成 立 ， 并 证 明 Schanuel 引 理 的 对 偶 . 

3. 设 范畴 了 只 有 一 个 对 象 4 及 两 个 态 射 < = ida,b€ Mor(4, 4)， 
大 02 等 于 a 或 5. 

i) 证 明了 是 过 滤 性 的 当 且 仅 当 &= 5，. 

ii) 设 玉 为 从 了 到 某 个 阿 浆 尔 范畴 的 吗 子 .证明 


limF coker(F(a) — F(b)). 


ji) 设 王 玫 G 于 且 为 从 了 到 某 个 阿 员 尔 范 畴 的 消 子 的 正 合 
列 .证 明 车 如 二 8 则 lim 一 limG 一 lim 为 正 合 .. (提示: 证 
明 存 在 典范 同 构 (4) ~ kerF(b) @ cokerF(5). ) 当 刀 =a 时 这 是 
倘 还 成 这 ? 

4”. 证 明 : 阁 一 个 阿 贝 尔 范 畴 既 满 足 AB5 又 满足 AB5*, 则 它 
只 有 和 零 对 过. (提示 : 证 明 对 任意 对 象 .4 及 任意 指标 集 1, 典范 态 
射 DA ?114 为 同 构 ，) 

5*. 对 任意 拓扑 空间 关 , 在 Abx 中 AB4* 是 否 一 定 成 立 ? 

6*. 设 4 某 个 阿 贝 尔 范 畴 中 的 对 象 而 $,w E Mor(4, 4). 证 明 
存在 典范 长 正 合 列 : 


0 ker(¥) 一 ker(¢@ ow) » ker(¢) 
一 coker(w) 竹 coker(@$ ow) — coker($)— 0 
其 中 中 和 也 分 别 由 吕 和 网 诱 导 ， 而 其 他 态 射 由 包含 和 投射 诱导 . 
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7*. 证 明 对 任意 拓扑 空间 六 , &bx 具有 足够 内 射 . 

8. 设 < 为 阿 贝 尔 范畴 ， 证明 

i 设 1:A 一 C,f:4A' 二 C 为 CE 中 的 态 射 ，g:A@A' 忆 C 
入 : A' 一 coker(f) 为 f,f' 诱导 的 态 射 ， 则 coker(g) 兰 coker(h). 

i) 设 f:A4 一 C 为 CE 中 的 态 射 ，BC 4, 则 f7*(f(B)) = 
B+ ker(f). 

叙述 上 述 事 实 的 对 偶 . 

9. 将 阿 贝 尔 群 的 同 构 定 理 和 分 解 定 理 (参看 附录 A) 推广 到 任 
意 阿 贝尔 范畴 . 
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和 HI. 同 调 


1. 复 形 的 同调 


、 rtn+l ， di 1 i 
形 . 由 于 do di 一 0， 于 时 态 身 好 1 -一 ker(d,). 定义 4. 的 第 
n 同调 为 


H,.(A.) 一 coker( 4 +1 一 ker(d )) (1) 
对 侦 地 ， 车 A =… 42 当 4n+l .为 CE 中 的 复 形 ,定义 


4 的 第 n 上 同 贡 为 
H(A') = ker(coker(d 1) — A"+!) (2) 


A 我 们 有 五 ,(A4.) = ker(coker(dn,41) 一 4,,_1), 这 是 因为 ， 

令 忆 为 ker(d,,) 一 4,, 和 ker(d,) 一 HH,(A.) 的 推出 ， 则 出 
全 XI.1.1.iv)* 有 正 合 列 4 一 4 全 P 一 0, 换言之 PP 磋 
coker(d,,41); 另 一 方面 由 命题 XL.1.11)*” 有 正 合 列 0 一 B,(4.) 一 
Po A,1, Wp H(A.) ker(P —» A,_1). 

申 此 可 见 间 调和 上 同调 的 概念 实质 上 是 一 样 的 , 内 是 复 形 指标 
不 同 (从 大 到 小 和 从 小 到 大 ). 但 在 我 们 将 遇 到 的 很 多 情形 中 复 形 从 
A" 开始 或 到 ho 终止 ， 这 时 同调 与 上 同调 就 有 所 不 同 了 .指标 从 大 
到 小 的 复 形 称 为 链 复 形 . 而 指标 从 小 到 大 的 复 形 称 为 上 链 复 形 . 在 
本 节 中 我 们 主要 讨论 链 复 形 和 同调 , 而 上 同调 的 相应 理论 可 由 对 货 
性 得 出 

按照 例 关 .1.2.5). 一 个 复 形 可 以 看 作 一 个 是 子 ] 二 C5, 其 中 3 
为 小 范畴 {可取 Ob({3) 二 2 由 Arr(3) 为 大 小 关系 )， 记 Co(€) 为 
& 中 所 有 和 链 复 形 的 范畴 oo 的 仿 财 为 自然 变 人 和， 换 i 之 过 ， 一 个 从 


.人 ‘ 
d 1 co 


qd 5 
BB 
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… 的 态 射 上 是 一 组 5 中 的 态 射 户 : 4， 一 B, 使 得 对 每 个 n 有 
dn ofn 二 fn-10dh, 参看 汽 .1). 不 难 验证 Co(€) 也 是 阿 贝尔 范畴 ， 
而 nn 次 同调 可 以 看 作 一 个 加 性 函 子 Hi : Co(€) 二 CE. 
命题 1.1 设 0 忆 4 性 B. 驴 C. -0 为 Cole) 中 的 正 合 列 ， 
则 有 典范 长 正 合 列 
(CO 3S’ H(A.) —» H,(B,) 


8 (3) 
下 H,(C.) 一 万 1(4.) -全 


其 中 HH,(4.) Hn(B.) 和 Hn(B.) 一 Hn(C.) 分 别 由 和 9 诱 


应 用 蛇 形 引 理 ， 得 长 正 合 列 
0 —>ker(dA ) —> ker(d3) 一 ker(d5c ) 
一 coker(dA) 一 coker(d2 ) 一 coker(d5 ) 一 0 
故 又 有 交换 图 


coker(di 1 ) 一 coker(d2 | ) 一 coker(d5 1 ) 一 0 


| | | 0 


0 一 ker(de) ~—> ker(dB) 一 ker(dc ) 


其 中 的 行 都 是 正 合 的 . 再 对 (4) 应 几 蛇 形 引 理 即 得 (3). 证 毕 . 

例 1.1 i) 在 很 多 情形 , 每 个 短 正 合 列 0 一 4,, 一 Bn 一 Cn 一 0 
都 分 裂 (参看 习题 区 .1). 此 时 存在 分 拆 s, : B,, 一 4,, 使 得 s,of, = 
ida,, 及 分 拆 二 :Cn 一 B,, 使 得 gosv = idc,. 由 注 区 .1.1 可 知 ， 
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在 此 情形 下 3,:H,(C) 全 万 4) 由 siodBot: Cu 一 4 1 
诱导 . 

ii) 设 4. 和 B. 为 复 形 ， 2. : A. 一 了 为 态 射 ， 令 En = 
An_1 BB,, dE 一 (2 J ) : En = En_1 (Yn). 不 难 验 证 EE 
是 一 个 复 形 ， 而 且 有 正 合 列 0 一 B. 今 忆 号 41 一 0. 由 让 我们 
有 长 正 合 列 


Hn (9.) 


HA) EE HB) -全 全 


H, lkE.) 


nr. Hn 。 
He) H(A) 人 -0 ... 


定义 1.1 Co(C) 中 的 两 个 态 射 人 ,9. : 4. 一 B. 称 作 ( 链 ) 同 
伦 的 , 如 果 存 在 态 射 Au : A 一 Bnt1 (Yn) 使 得 f% 一 gn = drii5 
An 十 An ioda (vn), 记 作 上 ~9. 

显然 我 们 有 

车 ~9，9~P 则 上 ~ 六 故 ~ 是 一 个 等 价 关 系 . 

ii) 若 ~g, 且 hh:B 一 0.,e.:C. 一 4. 为 Co(C5) 中 的 态 
叶 ， 册 ff.oe.~ ge.,h.of.~h.og.. 

命题 1.2 设 f.,g : A. 一 B. 为 Co(C5) 中 的 两 个 态 射 .车 f ~ 9.， 
则 H;,(f.) = H,(g.) (vn). 

证 .只 需 考虑 g. = 0 的 情形 即 可 ， 此 时 由 定义 有 fn = d8410 
A,+An iod4(vyn). 注意 交换 图 


Ani+1 ———— ker(d4) 一 一 全 H(A.) 


es | | 本 


万 | ker(d5) — —» H,(B.) 


“由 于 Al o ds(ker(d4)) = 0， 我们 有 万 (ker(d4)) 
dni1 o An(ker(d#)) Cim(d2 1), 故 器 ,(f.) =0. 证 毕 . : 

定义 1.2 CE 中 的 两 个 复 形 4. 和 B. 称 作 ( 链 ) 同 伦 的 , 如 果 存 
在 态 射 f. :4. -了 B.,g.:B. 一 4. 使 得 f.og.~idp,g.cf.~ida,， 
此 时 我 们 称 f. 为 一 个 ( 链 ) 同 伦 . 
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显然 链 辣 伦 是 一 个 等 价 关 系 ， 且 一 个 链 同 伦 f. : 4. 忆 B. 诱导 
典范 同 构 Hn(4.) 一 Hn(B.) (Vn). 

设 和 为 另 一 个 阿 贝 尔 范 畴 ， 开 :CE 一 C5 为 加 性 ( 共 变 ) 孙 
子 ， 则 对 © 中 的 任 一 复 形 4., F(4.) 是 是 中 的 ( 链 ) 复 形 {因为 
(0) = 0). 注意 对 Co(C) 中 的 两 个 态 射 f.,g.:4. 一 B., 着 f.~g 
则 五 (f.) ~ 了 f(g.), 这 是 因为 由 fn — gn = dB8,oAnt+An_1oda 可 
得 F(f)— Fl(gn) = FPF(dB1)o F(A,) + F(An-1)o Fda). 


2. 导出 梁子 


设 阿 贝尔 范畴 E 有 足够 投射 . 对 A € Ob(€), 取 满 射 Po 一 4， 
其 中 户 为 投射 对 象 ， 令 A1 = ker(P 一 4), 再 取 满 射 已 -» 4, 其 
中 已 为 投射 对 象 ， 等 等 ， 这样 我 们 就 得 到 一 个 正 合 列 


oP oP 1 .Po oD A 0 (5) 


称 … 人 已, 一 … 一 古 一 0 为 4 的 一 个 投射 预 解 . 对 偶 地 可 以 定 
义 内 射 预 解 . 

引 理 2.1 设 f:4 一 BB 为 ECE 中 的 态 射 ，P,Q@. 分 别 为 4,B 的 
投射 预 解 , 则 存在 与 f 相 容 的 态 射 f. : P 一 @.(“ 相 容 ” 指 合成 态 射 
局 -A 尿 B 等 于 合成 态 射 马 名 Qo 了 ). 此 外 , 车 :PQ. 
也 是 与 f 相 容 的 态 射 ， 则 f. ~ 广 . 

证 ， 由 于 忆 是 投射 的 ， 我 们 可 以 将 Po 一 4 一 B 提升 到 一 

态 射 bo : 忆 一 Bo. 由 于 记 一 Qo 一 B 为 零 态 射 ， 有 诱导 态 射 
p 二 im(d?), 它 又 可 以 提升 成 有 : Pl 一 @1, 等 等 这样 我 们 就 得 
gf.:P 0.. 

车 :PP 一 8. 也 与 f 相 容 则 g = 了 -让 与 0:4 一 B 相 
容 ， 我 们 需要 证 明 g. ~ 0, 即 存 在 A :已 一 Qn+1 (n > 0) 使 得 
gn 二 d% ioeAn+A iodl (Yn). 首先 由 于 记号 Qo 一 B 为 等 
态 射 ， 有 诱导 态 射 丽 im(d?), 它 可 以 提升 成 Ao : PP 一 Q1, 妈 
go 三 dY o Av. 设 已 有 Ao,… ,An_1 使 得 g; = di 1 oAi+Ai iod? 
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(Yi < n). 令 hh = 0 — An_10 df, 则 d® oh,, = de o gn 一 qd o 
A,_10 dr ~— gn_10 dar 一 CC 0 A,_1050 dat = (gn-_1 一 dr o Ali)o 
dP = A,_20d? jod? =0. 故 im(j) cker(de) = im(d®,)). 
于 是 可 将 h 提升 成 A : Pi 一 Qi 即 扣 /10 An = hn, 从 而 
gn = d% 10An 十 An_10d?. 证 毕 . 

推论 2.1 任意 4 € Ob(€) 的 任 两 个 投射 预 解 相 互 同 伦 . 

证 ， 设 P,P' 为 4 的 两 个 投射 预 解 ， 则 由 引 理 2.1, id4 诱导 
f.:P 二 PP 和 ff/:P 一 P, 故 fof.:P 一 PP 与 ida 相 容 ; 另 
一 方面 显然 idp 与 id4 相 容 ， 帮 由 引 理 2.1 有 上 六 e 上 ~idP, 同 理 
Fo 请 ~idp, 这 说 明 f. 是 一 个 同 伦 ， 证 毕 . 

设 @' 为 另 一 个 阿 贝 尔 范畴 ， 下 : & 一 人 为 加 性 ( 共 变 ) 项 
子 . 对 任意 4 € Ob(C©), 任 取 4 的 一 个 投射 预 解 已 , 则 F(P) 是 
一 个 复 形 ， 记 ZnF(4) = Hn(F(P))， 我们 来 验证 LnF(4) 若 不 
计 和 典范 (唯一 ) 同 构 与 P 的 选择 无 关 . 若 己 为 4 的 另 一 个 投射 
预 解 ， 则 由 推论 2.1, P 和 P’' 同 伦 ， 故 F(P) 和 F(P') 同 伦 ， 
从 而 由 命题 1.2 有 H,(F(P)) 宇 Hn(F(P')), 且 由 引 理 2.1 和 命题 
1.2, 这 个 同 构 与 同 伦 P 一 P' 的 选择 无 关 ， 即 为 典范 的 . 此 外 ， 
引 理 2.1 和 命题 1.2 还 说 明 E 中 的 任 一 态 射 f :4 一 B 诱导 典 
范 态 射 LF(f) : ZnFE(4) 一 Lnf(B) (Yn)， 由 此 可 得 一 个 加 性 
( 共 变 ) 函 子 LF :CE 一 0, 称 为 下 的 左 必 出 阵子. 类 似 地 ， 若 
GE 一 为 反 变 加 性 函 子 , 则 G(P) 为 上 链 复 形 ， 故 可 定义 右手 
出 洱 子 Rn"G(4) = H"(G(P)). 若 E 具有 足够 内 射 ， 则 可 用 内 射 预 
解 定 义 一 个 共 变 加 性 消 子 的 右 导 来 也 子 和 一 个 反 变 加 性 孙 子 的 左 
吐 来 子 子 . 

在 很 多 情形 我 们 遇 到 的 共 变 函 子 六 是 右 正 合 的 ， 此 时 LoF ~ 
F, 这 是 因为 4 e Ob(c) 的 投射 预 解 已 给 出 右 正 合 列 F(P1) 全， 
FD) F(A) 一 0, 从 市 


F(A) ¥ coker(F(d?)) = Ho(F(P)) = LoF(A) 


对 上 同调 也 有 对 偶 的 结果 . 
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命题 2.1 设 忆 具有 足够 投射 ， 玉 :& 一 CE 为 加 性 共 变 函 子 ， 
0 一 A 一 B 一 C 一 0 为 CE 中 的 正 合 列 ， 则 有 典范 长 于 合 列 
LF(A) SS LF(B) OS LaF(C) 3S LiF(A) 全 

“+ 一 LoF (CC) —0 


证 . 设 PP 和 Q@. 分 别 为 4 和 C 的 投射 预 解 ， 我 们 来 构造 一 个 
B 的 投射 预 解 . 首先 ， 我们 可 以 提升 Qo 一 C 到 Qo 一 B, 而 得 到 
态 射 pp : Eo = Po 加 Qo 一 B, 且 有 交换 图 
Oo 一 一 一 万 和 0 一 全 Qo 0 


| | jc 


0 一 4 一 -全 BEC 一 人 Qo0—0 


由 蛇 形 引 理 有 正 合 列 0 一 ker(pa) 一 ker(lpop) 一 kerlpocj 一 0 且 p5 
是 满 射 .注意 .一 书 一 一 已 一 0 和 :一 人 一 一 
0 分 别 是 ker(pa) 和 ker(pc) 的 投射 预 解 , 故 可 重复 上 述 构造 方法 得 
Ei = PQ1 -ker(pp), 等 等 ， 这 样 我 们 就 归纳 地 构造 出 一 个 B 
的 投射 预 解 ,并 且 有 正 合 列 0 一 PP 二 .二 .一 0. 此 外 由 0 一 
户 二 BE, 一 QO 二 0 分裂 可 见 0 王 了 (Pj) 王 FB) PF(Qn) = 0 
正 合 (n> 0), 故 有 正 合 列 0 一 下 ( 己 ) 一 下 (五 ) 一 下 (Q.) 一 0, 由 命 
题 1.1 和 导出 范 子 的 定义 即 得 (6). 证 毕 . 

车 4 本 身 是 投射 的 ， 则 可 取 .… 一 0 一 … 一 0 一 4 一 0 为 
4 的 投射 预 解 ， 故 有 ZoF(4) = F(4) 而 ZnF4) =0m > 0 一 
般 地 ， 若 对 任意 n >0 均 有 LnF(A) =0, 则 称 4 为 开 - 堆 幸 的 . 若 

人 4 一 4 一 4o 一 4 一 0 为 正 合 列 且 所 有 4 都 是 
丰 - 零 调 的 ， 则 称 4. 为 4 的 一 个 F- 罕 调 预 解 . 

命题 2.2 设 下 :ECE 一 5 为 右 正 合 加 性 孙子 . 则 对 4 的 任 一 
F- 零 调 预 解 4. 有 LnF(A) 宇 Hn(F(A4.)). 

证 . 首先 由 玉 的 右 正 合 性 有 LoF(4) = F(A4) 兰 coker(F(A1) 一 
F(A0)) = Ho(F(A.)). 令 KK = ker(Ao 一 4), 则 由 命题 2.1 有 长 下 
合 列 

‘LFA LAO LAFT(KR) oO LF(A0) 一 

DFA) LF(A) > F(K) > F(A0) > F(A)— 0 


(6) 
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由 ZnF4o=0omn>0) 有 ZLF4) 尖 ZL IEEK)I > 1 且 
LiF(A) 宕 ker(F(K) 全 F(A0)). 此 外 有 正 合 列 下 (4z) 一 下 (41) 一 
F(K) 一 0, 故 


ker(F(K) 一 F(A0)) S coker(F(A2) 一 ker(df)) = Hi(F(A.)) 


注意 这 对 任意 4 都 成 立 ， 特 别 由 K 的 严 零 调 预 解 … A 一 
复 下 去 即 得 L(A) 兰 及 (F(A4.)) 对 所 有 nn 成立 ， 证 毕 ， 


3. 打 张 


下 面 我 们 来 看 同调 在 扩张 理论 中 的 应 用 . 

定义 3.1 设 4,B 为 阿 贝 尔 范畴 @ 的 对 象 ， 一 个 4 通过 号 
的 从 是 忆 中 的 一 一 个 短 正 合 列 0 一 已 一 下 一 4 一 0 两 个 扩张 
0B 忆 EE 马 4 一 0 和 0 履 B 驴 E' 驴 A 一 0 称 为 等 价 的 如 果 
人 存在 态 射 $8: 一 E' 使 下 图 交换 


O05B— 3 Es A 0 


|ias | | (7) 
023B_ 7 FE I 420 
( 故 $ 是 同 构 )， 记 Exte(4,B) 为 4 通过 B 的 扩张 的 等 价 类 全 体 
(在 没有 疑问 时 可 简 记 为 Ext(4, B)). 

车 具有 足够 投射 , 令 FF = Mor(, B) :EC 一 Mb, 定义 Ext3(4， 
B) = R"F(A); 若 《具有 足够 内 射 ， 令 G = Mor(4,:) :ECE 一 Ab, 定 
义 Exte(4, 了) = R"*G(B). 

引 理 3.1 若 上 既 有 足够 投射 又 有 足够 内 射 ， 则 有 典范 同 构 
Exts{A, B) 兰 EA B). 

证 , 令 PP 为 4 的 一 个 投射 预 解 ， 了 为 B 的 一 个 内 射 预 解 . 
今 二 ker(P 一 4). 则 由 命题 2.1* 及 Mor(., B) 的 左 正 合 性 有 长 
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Mr 再 


正 合 列 
0 一 Mor(A, B) 一 Mor(Po, B) 一 Mor(K, B) 


8) 
— Ext!(A, B) — Ext!(P, B) 一 Ext!(K, B) — …. ( 


另 一 方面 ， 在 Co(6) 中 有 正 合 列 
0 一 Mor(A,T')— Mor(Po,T')— Mor(K,T)—0 


故 由 命题 1.1 得 长 正 合 列 
0 一 Mor(A, B)— Mor(Py, B) 一 Mor(K, B) 


二 二 一 一 (9) 
一 Exti(A, B) 一 Exti(Po, B) 一 Exti(K, B)— …. 


易 见 对 任意 内 射 对 象 1 有 Ext”"(4,7T) =0 (n> 0), 因 为 Mor(,7) 是 
正 合 函 子 ; 类 似 地 , 对 任意 投射 对 象 已 有 Ext"*(P,B) = 0(n > 0). 故 
有 典范 同 构 Ext!(A4, B) 兰 Ext1(4, B) 及 Ext"(4,B) 宕 Ext"-!1(A, B), 
Ext"(A, B) 兰 Ext"-1(4, B) (n > 1)， 由 归纳 法 得 Extn(4, B) 宇 
Ext"(A, B) (n > 0). 证 毕 . 

我 们 以 后 将 Ext 也 写成 Ext, 由 引 理 3.1 这 样 不 会 引起 混淆 

引 理 3.2 设 阿 贝尔 范畴 C5 有 足够 投射 或 足够 内 射 ， 4 € Ob(c)， 
则 下 列 条 件 等 价 : 

i) 4 是 投射 的 ; 

ii) 对 任意 Be Ob(€) 有 Ext"(4, B) = 0 (n > 0); 

iii) 对 任意 BE Ob(€) 有 Ext!(A4, B)= 0. z 

伍 . 我 们 已 看 到 i) 坊 让, 而 让 ) 坟 这) 是 平庸 的 , 现在 来 证 这) 全 让 
对 任意 满 射 p : B 一 C 及 任意 态 射 f :4 一 C, 令 下 = ker(p), 则 由 
命题 2.1 有 正 合 列 0 一 Mor(A,K) 一 Mor(A4,B) -> Mor(A,0) 一 
Ext (4, 天 ) = 0, 故 f 可 以 提升 成 一 个 态 射 4 一 B. 证 毕 . 

对 偶 地 有 

推论 3.1 设 阿 贝尔 范畴 和 有 足够 投射 或 足够 内 射 ，4 € Ob(e)， 
则 下 列 条 件 等 价 : 

i) 4 是 内 射 的 ; 
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ii) 对 任意 Be Ob(€) 有 Extn"(B,4) =0(n > 0): 

iii) 对 任意 Be Ob(€) 有 Ext!(B, A) = 0. 

命题 3.1 设 阿 贝尔 范畴 CE 有 足够 投射 或 足够 内 射 ， A,B < 
Ob(@), 则 有 典范 一 一 对 应 Ext(A4, B) 一 Extl1(4, B). 

证 .由 对 偶 性 不 妨 设 有 足够 投射 . 取 满 射 p:P» 4, 其 中 证 
为 投射 的 . 令 玉 二 ker(p),i :KK 一 了 为 风 入 .对 任 一 了 € Mor(K,B)， 
令 Ef 为 i 和 的 推出 ( 记 go :PP 一 i,j:B 一 Bj 为 典范 态 射 )， 
则 由 命题 对 .1.1.0)*, iii)* 有 正 合 列 0 一 B 一 Bj 一 4 一 0, 即 一 个 
4 通过 B 的 扩张 . 反之 ， 若 有 一 个 扩张 0 一 B 一 EB 一 4 一 0, 则 
p 可 以 提升 成 一 个 态 射 9 :PP 一 BE, 而 g 诱导 f :K 一 B, 于 是 有 交 
换 图 . 


0 一 已 一 一 人 Er —— 4 一 0 
|ids | [as 
0 一 已 一 一 全 五 ”一 一 一 4 一 0 


换言之 0 一 瑟 一 一 4 一 0 与 0 一 万 一 五 一 4 一 0 等 价 于 
是 有 满 射 $ : Mor(K,B) -» Ext(4, B), 特别 地 Ext(A, B) 是 一 个 集 
合 ， 另 一 方面 ， 不 难 验证 对 任意 he Mor(P, B), 交换 图 


下 一 ，》， 忆 

| Po | gotioh 

B 7 ， Er 
是 一 个 推出 ， 故 f 与 十 hoi 对 应 于 同一 个 扩张 等 价 类 . 反之 ， 
若 /PE Mor(K,B) 对 应 于 Ext(4,B) 的 同一 个 元 0 一 B 必 ES 
4 一 0, 则 存在 9,9 es Mor(P, 忆 ) 使 得 goi 一 Jo 9 oi 二 jof', 且 
qo0g 二 909 二 Dp, 故 go(g 一 g)=0, 从 而 存在 he Mor(P,B) 使 得 
9 -9 三 Jo 由 于 7 是 单 射 有 f' = +hoi 总 而 言 之 我 们 有 一 一 
对 应 

Ext(A, B) 一 coker(Mor(P, B) ~ Mor(K, B)) Ext!(A, B) 
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4. 谱 序 列 


如 果 研 究 复 合 函 子 的 同调 ， 就 会 涉及 “同调 的 同调 ”, 这 就 将 引 
导 到 谱 订 列 的 概念 . 由 于 谱 序 列 多 半 应 用 于 上 同调 ， 我 们 下 面 采 用 
上 同调 的 语言 . 

设 5 为 阿 贝尔 范畴 . 一 个 E 中 的 带 滤 对 象 是 指 一 个 对 象 EE € 
Ob(C) 及 一 个 五 的 过 滤 {fF"EB| - ce < n < co (对 每 个 n 有 
Frtip Cc FnB c BE) 车 lg FnB 存在 且 等 于 B, 则 称 过 滤 


位- 人 一 


{F" 如 -oo <m < oo} 为 遇 尽 的 ; 车 lim F"E 存在 且 等 于 0, 则 称 


过 滤 {F"*E|--o0 < n < ool 为 分 离 的 ; 若 对 n 污 0 有 Fr?*E= Frt1lEk 
且 对 n 之 0 有 F"EB = F"-18, 则 称 过 滤 {FnBEl -co<mn< oo 
为 有 限 的 . 对 任意 ni 记 gr$EB= F"E/F"*+IE. 

记 Co(@) 为 CE 中 所 有 上 和 链 复 形 组 成 的 范畴 ，Cot(C) 为 CE 中 所 
有 复 形 0 一 4 一 4! 一 A? 一.… 组 成 的 范畴 ， 它 可 以 看 作 Co(@) 
的 子 范畴 . 由 于 Co(C) 是 阿 贝 尔 范畴 ( 见 第 1 节 ), 易 见 Cor (EC) 也 
是 阿 贝 尔 范 畴 . 

设 K = {2 Kr SS Krtl Oy..)} € Cole {FP™K | 
一 00 <n<o0) 为 K' 的 一 个 过 滤 ， 对 任意 非 负 整数 7 及 p,qg € 区 ， 
定义 Krt4 的 子 对 象 


2QP'4 — PP 玉 Pd NA (dP+a)-1(FPtr KPtatl) 


10 
BP'? 一 万 PT 十 1 KPrta 十 drta-1(FP-"tlKPta™1) ( ) 


Er = 罗 91289n BP (11) 
易 见 


dPrt4( ZP'4) C dr™ 14(FPKP+Y) N FPrt*KPtatl c DBF2PTT9 rt! (12) 


df9( BPY 】 一 PP 9 (FPTIKPTY) C BPT rq) 1] (13) 


故 d?™9 诱导 典范 态 射 路? : E29 一 9 显然 有 d?'? 0 
性 0, 故 有 复 形 


— 五 2 关口 十 了 一 工 dr ， EP — > > EP+"™9— 7 十 1 _ > .i (14) 
我 们 来 验证 (14) 在 EP 处 的 上 同调 
ker(d??)/im(d? af) EP (15) 


由  (d?+9)-1( Brt"a-"+i) : 一 (dP+q)-1( FPtrtlKptatl)+ 
Frt1KPt4 (参看 习题 XI.8, 或 用 注 XIE.1.2 中 的 方法 ) 得 


2 C (BC TB (10) 
男 一 方面 ， 由 drta-1(ZP—"at" 1) 一 d?ta-l1(FP- KPI NP?K?+a 
易 见 
drta~ 1(ZP- 7,9 二 7 一 1 Cc ZP'9 NB? 


17 
C dPta-1(ZPp- "tr 1) + Br I 


故 由 (16) 和 (17) 得 (参看 习题 区 .9) 


ker(G /im(d "7 ) S Zr8 + Br¥i/ Br, 
Se ZF /Zr MN Br = 五 r+1 


显然 有 ZF2 4 一 FPKP+Y, BP'? 二 F?+1KP?+t9, 邦 Er 一 BT 天 政 P 9， 
从 而 唱 ? = gr dp+4. 故 由 (15) 有 


EP = 再 ta(gEr 用) (18) 


设 过 滤 {F"*K 1%w<n< coo} 为 有 限 的 ， 则 对 充分 大 的 7 有 


"Dr i pial DD 二 -TT 十 1 ?十 G 十 | 一 1 天 一 -一 2 一 一 一 
Fririptatil — Fr KPTat!l, FritliKPrta-l ~ Fr-"Krtal 从 
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而 284 20， B84 = BY 故 (15) 给 出 的 是 BP" 兰 开国. 对 任 


意 n,p 今 
E"*= H"*(K'), F?E" =im(H"(F?K')— H"(K')) (19) 


注意 对 7 光 0 有 2Z84 = FPKrta M ker(dr+4), Br? = 
Frr1K?t4 +im(d?ta-!), 由 此 不 难得 到 


EP'? gr?, PP 4 (20) 


定义 4.1 一 个 阿 贝尔 范畴 & 中 的 一 个 谱 序 列 由 下 列 要 素 组 
成 : 

A) 一 列 带 滤 对 象 (8E”, FE”); 

B) 对 任意 整数 "> ro (ro > 0 为 固定 整数 ) 及 任意 p,q, 有 对 象 
EP 以 及 态 射 dP:4 : Ep'9 -BEp+re-r+l 满足 d?.9o dP?-"4tr-1 一 0; 

C) 对 任意 > > ro 及 任意 p,q, 有 一 个 同 构 (15)， 
这 个 谱 序 列 称 为 强 收敛 的 , 如 果 对 任意 p,q 存在 整数 rpe 使 得 对 任 
意 >> rw 有 dr 二 0 且 (20) 成 立 . 

前 面 的 讨论 说 明了 

命题 4.1 对 Co(&) 中 的 任意 带 滤 对 象 (K', FFK'), (11) 和 (19) 
给 出 一 个 典范 谱 序 列 ， 满 足 (18). 者 过 滤 下 天 是 有 限 的 ， 则 这 个 
谱 序 列 是 强 收敛 的 . 

一 个 & 中 的 双 复 形 是 指 一 组 对 象 A4， = {4"} (s,t 为 非 负 整 
数 ) 以 及 态 射 d's:t ， 4 一 》 Astl,t, dst 。 As:t _» Asitl 满足 
Cs 十 1 Qo d's:t 一 d'stti o dst d'stil.t o d's.t -一 0， d's:t+1 0 dst 一 0 


(Vs,t). 令 


4*= 四 4etm>0) 


st=n 


Cs 一 d's:t 十 (~—1)s ds : As:t > AsStl,t @ At+t! C Asttt+l 
d= OD dt A" -> 4?+1， 


号 十 于 二审 
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则 不 难 验证 A' 是 一 个 复 形 ， 记 为 Tot(4). 记 亚 "(4…) = H"(Tot 

(4 )), 称 为 4… 的 超 上 同调 . 令 FP?A4" = 困 4sr- 则 互 4 为 作 
s=p 

的 过 滤 . 易 见 grtkA?t19 兰 A?'9. 故 由 命题 4.1 立 得 下 述 推论 . 

推论 4.1 对 5 中 的 任意 双 复 形 4… 存在 典范 强 收 钙 谱 序列 
(BE,B") 满足 BE? 守 Ha(AP:) 及 E" 守 H"(A'), 有 FOE" = Er", 
F"?+t1E" =0( 故 EB" 的 过 滤 是 竭尽 的 ， 分 离 的 和 有 限 的 ). 

引 理 4.1 一 个 Co (CE) 的 对 象 4 为 内 射 当 且 仪 当 

(*) 每 个 4" 为 内 射 ，H8?(4') 为 内 射 且 五 "(4)=0( > 0). 

证 . 充分 性 : 令 Zr = ker(A7 一 A"+1) (n > 0), 则 (x*) 等 价 于 
村 个 Z” 是 5 的 内 射 对 象 ，A" 宇 2Z"7@2ZD"t1 目 4" 一 4?+l 为 
人 aa. 0) 车 Be Ob(Cot+(€)), 则 易 见 一 个 态 射 B* 一 4 等 
价 于 一 组 5 中 的 态 射 B" 一 2Z” (n > 0), 故 显然 4 为 Cot (CE) 的 
内 射 对 象 . 

反之 , 设 4 为 内 射 的 . 对 任意 Be Ob(@), 令 万 ={10 一 了 一 
0 一 0.…}, 则 一 个 Co (CE) 中 的 态 射 一 4 等 价 于 一 个 中 
的 态 射 B 一 HV"(A4'), 由 此 可 见 93(4') 为 E 的 内 射 对 象 ， 另 一 方 
面 ， 易 见 4” 二 {0 一 Ai 一 A? 一.…} 为 Cot(C) 的 内 射 对 象 ， 故 
A?/HO(A4) 兰 HO(4') 为 的 内 射 对 象 ， 从 而 49 也 是 内 射 的 .对 
”用 归纳 法 即 得 (*). 证 毕 . 

由 上 述 证 明 还 得 出 

推论 4.2 车 5 有 足够 内 射 ， 则 Co+ (EC) 亦 然 . 

设 外 为 另 一 个 阿 贝 尔 范 畴 ， 下 :C&C 一 C5 为 左 正 合 加 性 函 子 ， 则 
下 诱导 一 个 从 Cot(C) 到 Co (CC ) 的 左 正 合辑 性 函 子 , 记 作 Cot(F). 

命题 4.2 设 阿 贝尔 范畴 CE 有 足够 内 射 ， 已 为 从 C 到 另 一 个 
阿 贝 尔 范畴 &' 的 左 正 合 加 性 函 子 ， 4 € Ob(Cot+(@)), 则 存在 典范 
强 收敛 谱 序列 (五 ,五 ) 满足 E3' 空 H?(RICot+(F)(4')). 

证 . 任 取 4 的 内 射 预 解 二 则 F(T*…) 可 以 看 作 E 中 的 一 个 双 
复 形 , 故 由 推论 4.1 有 强 收 和 敛 谱 序列 (五 ,已 ) 满足 E?” 衬 RIF(A?). 
注意 (14) 当 >= 1 时 给 出 的 复 形 为 … 一 EB?” 一 五 人 一 …, 即 
得 B93” 实 H?(R3Co+(F)(4)). 此 外 , 若是 4 的 另 一 个 内 射 预 
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解 , 则 由 推论 2.1 的 对 偶 可 知 1" 与 7” 同 伦 (由 此 易 见 Tot( 下 CC 
与 Tot(E(7)) 同 伦 ), 从 而 给 出 同 构 的 谱 序 列 ， 这 说 明 上 述 谱 序列 
是 典范 的 .证 毕 . 

定理 4.1 设 CE, CC” 为 阿 贝 尔 范畴 , 其 中 C,C 有 足够 内 射 ， 
:Co 0, G:C 为 左 正 合 加 性 函 子 . 若 对 任意 内 射 对 象 
TE Ob(C), F(7) 为 G- 零 调 的 , 则 对 任意 A & Ob(€) 存在 典范 强 收 全 
谱 序 列 (EE,E.") 满足 E2" 法 RPG(R%F(A)) 及 BE" RR"(GoF)(A). 

证 ， 任 取 4 的 内 射 预 解 卫 , 则 PT) € Ob(Co+(C 站， 对 每 
个 im(F(0") 一 Fr+1 和 H*(F(I)) 宕 R*?F(A4) 各 取 一 个 中 
的 内 射 预 解 ， 则 用 命题 2.1 的 证 明 中 的 方法 可 以 构造 出 一 个 双 复 
形 J"， 使 得 对 每 个 n，J™ 是 F(1") 的 内 射 预 解 ， im(J™ 一 
Jrtl) 是 im(F(17) -> F?2+1) 的 内 射 预 解 ， ker(J”™ 二 J+1)/ 
im(J"™-1 ~ JJ 是 H"(F(T')) 的 内 射 预 解 . 

将 推论 4.1 应 用 于 双 复 形 G(Z)， 就 得 到 一 个 强 收 敛 谱 序列 
(E", EE“) 满足 E?'? 衬 HI(G(J?)) 守 RRG(F(I?) 及 BE’ SH" (G 
(7)). 由 所 设 (I?) 是 G- 零 调 的 ， 故 ROG(F(1?)) 宇 GoF(I?) 而 
R4G (FUP))=0(qg> 0). 于 是 由 (15) 得 BE" 法 H?(Go FF(I?)) 闫 
PRP(GoF)(4)) 而 E38 =0(g > 0), 再 用 (15) 就 得 到 当 7r>2 时 有 
EP'4 衬 p94 由 (20), 这 给 出 gr 五” 兰 R*(GoF)(A)), 而 对 p<n 
有 gr?rE”" =0, 歼 E"™ 尘 R*(GoF)(A)). 

另 一 方面 ， 交 换 双 复 形 G(T*) 的 两 个 指标 再 用 推论 4.1, 则 得 
到 一 个 强 收 敛 谱 序 列 (B', B*) 满足 B93 实 H?(G(J"'9). 由 J， 的 
构造 有 H?(G(J'9)) 兰 GUBP7 9)) 且 瑟 (72) 为 RRF(A) 的 内 射 
预 解 ， 故 由 (15) 得 Es 空 H?(G(H (J'9))) 衬 RPG(RIF(A)). 而 由 
上 所 证 有 E" 宇 H"(G(J)) 宕 BE" 守 R*(G o 下 )(4)). 证 毕 . 


5. 张 量 函 子 的 同调 


下 面 我 们 讨论 Mk 的 张 量 函 子 的 同调 ， 其 中 有 些 结果 可 以 推 
广 到 更 一 般 的 张 量 范畴 . 
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设 M 为 RR 模 , 则 下 =Mop :In 一 JR 和 G= .OP 
M : MR 一 和 Mr 为 右 正 合 加 性 沙子， 定义 Torn (MM，) = Ln 了 了 ,， 
TorR (, M) = LnG (在 没有 疑问 时 可 略 去 上 标 R; 车 仅 将 Tor(M,N) 
看 作 一 个 加 群 (即将 Tor#(M,.) 与 遗忘 函 子 MR 一 &b 组 合 ), 则 记 
为 Torir(M, N), 类 似 地 也 可 以 使 用 记号 Ezxt 坊 和 Ext8). 由 下 和 
G 的 加 性 有 Torf(M,N) 闫 TorR(M, N) 守 MB@RN. 注意 若 人 是 
平坦 模 则 对 任意 入 有 Torn (M,NN) = 0 (n > 0), 因为 MB@R' 是正 
合 函 子 . _ 故 可 用 平坦 预 解 计算 Torw ( 见 第 2 节 ). 同样 可 用 平坦 预 
解 计算 TorR(M, N). 

引 理 5.1 对 任意 R- 模 M,N 有 典范 同 构 TorR(M, N) 兰 TorR 
(M,N). 

证 . 令 P. 为 NN 的 一 个 投射 预 解 ， 且 取 满 同 态 g :8 一 M, 其 
中 @ 为 投射 R- 模 . 令 KK = ker(q), 则 由 命题 2.1 及 :CRN 的 右 正 
合 性 有 长 正 合 列 


0 TorR(M,N) > K®@rRN FQBRN > MBARN 0 (21) 


以 及 同 构 TorR(M, 六) 举 TorR 1(K,N) (n > 1). 另 一 方面 ,因为 投 
射 模 是 平坦 的 , 在 Co(ItiR) 中 有 正 合 列 0 一 天 GPR 一 QQR 一 
MGR 一 0, 故 由 命题 1.1 得 长 正 合 列 


0 — Torf'(M, NK@RN OQBORN 2 MORN2 0 (22) 


以 及 同 构 Torf(M,， N) Se Torn_ 1(K,N) (n > 1). 由 (21) 和 (22) 得 
典范 同 构 Torf (M,NN) 兰 Torf(CM,N), 再 由 归纳 法 得 Torn (M,N) 滞 
Torf(MM,N) (n > 0). 证 毕 . 

引 理 5.2 设 M 为 R- 模 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

i) M 是 平坦 的 ; 

ii) 对 任意 R- 模 入 有 Torn(M,N)=0 (n> 0); 

iii) 对 任意 R- 模 入 有 Tori(M,N)=0. 

证 . 我 们 已 看 到 了) 信也 ,而 这 之 二) 是 平庸 的 ,现在 来 证 这 ) 僵 旭 . 
对 任意 理想 T C R, 由 命题 2.1 有 正 合 列 0 = Toni(M,R/1) 一 
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M BERIT 一 M 一 M8r (R/T) 一 0 故 由 命题 VIL.L.1. 证 ) 可 知 M 是 
平坦 的 ， 证 毕 . 

例 5.1 事实 上 ， 同 调 的 方法 在 前 面 已 用 到 ， 例 如 命题 VI.2.1 
的 证 明 中 使 用 的 方法 可 以 归结 为 : 车 M 是 平坦 模 而 N. 是 R- 模 复 
形 ， 则 HH.(M 8R NN.) 宇 M @R Hn(N.). 由 此 不 难得 出 NN. 正 合 当 且 
仅 当 对 任意 极 大 理想 PC R, (N.)p 正 合 . 

作为 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 下 面 的 平坦 性 局 部 判 据 . 

命题 5.1 设 RR 为 诺 特 环 ，M 为 RR- 模 ， 了 JI CG RR 为 理想 ， 
Ro = R/I, Mo = M/IM. 假设 

(*) 对 任 一 理想 J C R, 站 I"(J ®&r M)=0. 


则 下 列 条 件 等 价 : 

i) M 是 RR- 平 坦 的 ，; 

ii) Mo 是 Ro- 平 坦 的 且 I@R M 一 M 是 单 射 ; 

ii) Mo 是 Ro- 平 坦 的 且 TorR(Ro, M) = 0 

iv) 对 任意 Ro- 模 NN 有 Torf(N,M)=0; 

v) 对 任意 mm > 0, M/I"?M 在 R/I" 上 平坦 . 

证 ，i) 全 让 由 命题 VIL.1.2.iii) 和 命题 证 .1.1.ii) 立 得 . 

ij 人 iii): 将 命题 2.1 应 用 于 正 合 列 0 一 了 RR 一 Ro 一 0 和 和 痕 
子 .BR MM 得 长 正 合 列 


0= Torf(R, M)— Torf(Ro, M)— > I®RM—» >M 


由 此 立 得 Torr(Ro, M) = 0. 

ii)eiv): 取 满 同 态 / : FN, 其 中 下 为 自由 Ro- 模 . 令 
kK = ker(f), 将 命题 2.1 应 用 于 正 合 列 0 一 KK 一 了 一 入 一 0 和 隔 
子 ‘BR M 得 长 正 合 列 


Torf(F,M)—» Torf(N, M)— >»K@RM— FRM 


由 所 设 有 Torf(FM) = 0 (因为 它 是 TorR(Ro,M) 的 拷贝 的 直 和 )， 
Biko@rMESKoR, Mo FOR, Mo FRM, 故 Torf(N,M) 二 
0. 
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iv) 令 v): 我 们 先 对 n 用 归纳 法 , 证 明 对 任意 (R/I")- 模 NN, Torf 
(NN, M1) == 0. 将 命题 2.1 应 用 于 正 合 列 0 二 IN 一 NN/IN 一 0 
和 了 沿 子 : @R M 得 正 合 列 


Torf(IN, AM) — Torf(N, M) —» TorR(N/IN, AT) 


由 于 IN 和 N/IN 为 (B/ 天 590- 模 由 归纳 法 假设 有 
TorT(TN M) = 0, TorR(N/IN, M) = 0, 故 TorR(N, M) = 0. 

对 任意 (R/I")- 模 正 合 列 0 一 N' 一 一 N” 一 0, 由 命题 
2.1 有 正 合 列 Torf(N”,M) 下 N' 8R M 一 N BR M, 而 由 上 所 述 
Torf{(N”, M)=0, 故 N’'®pgjm" M/I"?TM EN'®BRM ONORM 
NG@Rrm M/I*M. 这 说 明 M/I"M 是 (R/I")- 平 坦 的 . 

Vv) 今 i): 由 命题 VE.1.1.iii) 只 需 证 明 对 任意 理想 J C R,j:J@R 
M 一 M 是 单 射 . 由 (*) 只 需 证 明 ker(7) C I"(J@RkM) (vn > 0) 即 
可 . 由 引 理 尼 .1.1, 存在 > > 0 使 得 JNI™ = I"™-"(JNT") (m > 站， 
故 当 mm > n+7r 时 JNI™ CI"*J. 由 于 M/I™mM 在 R/Im 上 平坦 ,而 
J/JNI™ 是 R/I™ 的 理想 有 单 射 jx: (J/JNI"m)®@r M/I™M 一 
M/I™M. 由 交换 图 


JenpM 一 一 JINIT) BRM —e > (TIIN BRM 


|， | 


MM 一 一 MI/I™TM 


可 见 ker(j) C ker(f) C ker(go0f)=im(I"J ®R M oo J Br M)= 
1"(J BR M). 证 毕 . 

注 5.1 在 上 述 证 明 中 ， 条 件 (*) 仅 在 v) 仿 i) 中 用 到 . 下列 诸 
情形 都 是 (*) 的 特例 ; 

i) 了 是 舌 零 的 (此 时 甚至 不 必 假 定 R 是 诺 特 环 ). 

ii) MM 是 R- 平 坦 的 且 门 I*"M = 0 (注意 此 时 JQ@R M 衬 JM)， 
后 者 特别 当 M 是 有 限 生 成 的 且 TC J(R) 时 成 立 . 

ii) 请 是 PID 且 门 I"7M =0 (此 时 J 衬 R). 
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iv) 4 是 诺 特 已 -代数 ， 1J4 Cc J(4) 且 M 是 有 限 生成 的 4- 模 
(此 时 可 对 有 限 生成 的 4- 模 J @R M 应 用 推论 以 .1.1). 

推论 5.1 设 RR 一 4 一 B 为 诺 特 环 同 态 ， 其 中 4 在 R 上 平 
坦 . 设 M 为 有 限 生 成 的 B- 模 ,有 目 在 RR 上 平坦 . 设 ITC RR 为 理想 使 
得 IBC J(B). 若 M/IM 在 4/1IA 上 平坦 , 则 M 在 4 上 平坦 . 

证 , 注 5.1 中 的 条 件 iv) 对 理想 了 = JTA C 4 及 同 态 4 一 了 
成 立 , 且 有 I'@aME 写 (I®r A)BAaAMSIORMSIM=7TM, 故 
命题 5.1.i 成 立 ， 证 毕 . 

一 个 局 部 环 的 同 态 $ : R 一 4 称 为 局 部 的 , 如 果 9 将 RR 的 极 
大 理想 映 入 4 的 极 大 理想 . 

命题 5.2 设 $ :RR 一 4 为 诺 特 局 部 环 的 局 部 同 态 ，pCR 为 
R 的 极 大 理想 ，f : M 一 N 为 有 限 生成 4- 模 的 同 态 ， 其 中 N 是 
RR- 平 坦 的 ， 则 下 面 两 个 条 件 等 价 : 

i) f 是 单 射 且 coker(f) 是 R- 平 坦 的 ; 

ii) f 诱导 的 同 态 f: M/pM 一 N/pN 是 单身 

证 . i 礼让): 记 C = coker(f), 由 命题 2.1 有 长 正 合 列 


TorR(R/p, N) =—» Torf(R/p,C) 一 M/pM 一 N/pN (23) 


而 由 C 在 R 上 平坦 有 Torf(R/p,C) = 0, 故 f 是 单 射 

ii) 坟 i): 先 证 明 f 是 单 射 . 设 mm e ker(f), 由 所 设 条 件 只 需 证 明 
m € p™"M (vn > 0) 即 可 , 我 们 对 n 用 归纳 法 . 记 允 为 m 在 M/pM 
中 的 象 ， 则 因 f( 砚 )=0 有 项 =0, 即 mepM. 设 mep" M, 具 
体 说 m= 2 Timi (ri E pi, mi; € M), 则 0= f(m) = 2 Tif (mi), 


故 由 命题 VL.1.1.iv) 存在 Dii ERK 及 nj; EE N 使 得 mm; 一 2 bijn; 
2 
(Yi) 且 2 "Tibi = = 0 (vj). 我 们 可 取 {ri} 为 D” 1 的 一 个 极 小 生成 


元 组 ， 这 样 由 中 山 正 引 理 就 有 bi; € p (Vi,7). 于 是 f(mi) € pWN, 
Pi) = 0, 若 mi; = 0, 即 mi € ker(f), 从 而 由 上 面 所 证 明 的 n= 1 
的 情形 得 mi; E pM, 帮 mep"”M. 

由 入 在 RR 上 平坦 及 (23) 得 Torf(R/p,C)=0, 且 注 5.1 中 的 
条 件 iv) 成 立 ， 故 由 命题 5.1.iii) 得 C 为 R- 平 坦 的 . 证 毕 . 
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注意 由 i) 可 得 M 是 R- 平 坦 的 . 

推论 5.2 设 了: 尽 一 4 为 诺 特 环 的 同 态 ，MW 为 有 限 生 成 的 
4- 模 且 为 已 平坦 的 ，a 关 0€ 4. 车 对 4 的 任 一 极 大 理想 P, a 
是 M/f-1(P)M 的 非 零 因子 ， 则 a 是 M 的 非 零 因子 和 且 M/aAd 为 
RR- 平 坦 的 . 特别 地 ， 若 4 = RIz1,… ,Zn] 而 @ 的 系数 生成 的 单 
位 理想 ， 则 a 在 4 中 非 零 因子 且 4/a4 为 R- 平 坦 的 . 

和 证， 只 需 证 明 对 4 的 任 一 极 大 理想 P, a 是 Mp 的 非 零 因 了 于 且 
MPp/aMp 是 RRp-1(p)- 平 坦 的 ， 癌 不 妨 设 R,A 为 局 部 环 而 上 是 局 
部 同 态 . 将 命题 5.2 应 用 于 a: : M 一 M, 即 得 a: 为 单 射 (或 a 不 
是 M 的 零 因 子 ) 且 M/aM 是 R- 平 坦 的 ,证 毕 . 


习 题 


1. 设 E 为 阿 贝尔 范畴 ， A € Ob(€). 设 P,P' 为 4 的 两 个 投 
射 预 解 . 证 明 存 在 0 的 两 个 投射 预 解 8., 8' 使 得 已 @Q. 一 己 和 49: 
2. 设 刚 , 熙 为 两 个 阿 贝尔 范畴 ， 其 中 你 具有 足够 投射 ， 设 FF 
了 ,了 F” 为 从 处 到 3 的 加 性 沙子 . 假设 存在 自然 变换 了 :无 一 下 
与 T' : 忆 -Fr" 使 得 对 任意 投射 对 象 P e Ob(2), 0 一 FI(P) 2 
F(P) 3) FP"(P) -0 是 正 合 的 ， 证 明 对 任意 A e Ob() 有 长 正 
合 列 
LF (A) 一 L, F(A) 一 LF (A)— La_1F’(A) 一 
LorF (4) 一 0 


3. 打 述 引 理 2.1, 推论 2.1 和 命题 2.1 在 内 射 预 解 ， 反 变 沙子 和 
/ 或 上 同调 情形 的 相应 结论 . 

4. 设 义 , 外 为 两 个 阿 贝尔 范畴 . 一 个 从 六 到 妇 的 9- 场子 
(T.,9) 是 指 一 列 加 性 孙子 到 : 尺 一 名 使 得 对 有 中 的 任意 短 正 合 
列 0 一 A 一 B 一 CC 一 0, 存在 典范 态 射 91 :TT,(C) 一 人 -1(4) 使 
下 面 的 态 射 列 为 复 形 ， 


4) STB) SS TC) 3 TA) >.. 
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按 显而易见 的 方式 可 以 定义 8- 函 子 的 态 射 . 

设 外 有 足够 投射 设 : 久 一 明 为 加 性 函 子 ，Sh = LnF 
而 93 为 命题 2.1 中 的 9 则 (5.,5) 为 8- 函 子 . 证 明 (8.,5) 具有 
下 述 泛 性 : 

对 任意 0- 函 子 (T.,9), 任意 自然 变换 To 一 So 可 以 唯一 地 扩 
张 成 态 射 (T.,6) 一 (5.,0). 

故 (5.,6) 由 So 唯一 决定 . 

5*. 设 阿 贝尔 范畴 EC 有 是 够 投射 或 足够 内 射 . 设 4, B € Ob(€). 
令 和 人 :A 一 A@ A 为 对 角 态 射 而 VY:B@B 一 B 为 余 对 角 态 冉 
( 见 班 .1 令 更 : Extl(4,B) -Ext(4,B) 为 命题 3.1 给 出 的 典范 
映射 证明: : 

i) 更 (0) 为 平庸 扩张 ( 即 直 和 ). 。 

i) 若 B(a) 为 0 了 3B 思 EA 下 0, 则 GB(-a) 为 0 一 B 寺 
ESA-—0. 

iii) 若 Bq) 为 0 一 BE 下 A 一 0,G(a2) 为 0 一 B 一 
2 政 A 一 0, 令 本 为 Bi@E2 一 A@A4 与 人 的 拉 回 , 而 五 为 
Be@B 一 Es 和 YY 的 推出 ， 则 所 得 的 扩张 0 一 B 一 EE 一 A 一 0 
就 是 B(al 十 a2). z 

iv) 设 :4' 二 A,g:B 一 B' 为 态 射 ，B(a) 为 0 一 BD 
已 号 4 一 0. 令 下 为 p: 五 4 和 :4 一 4 的 拉 回 ，G 为 
i:B 一 EE 和 g:B 一 B' 的 推出 ， 则 由 命题 并 .1.1.i) 及 其 对 偶 有 
正 合 列 0 一 BB 一 FF 一 A 一 0 及 0 一 Bi 一 G-> 了 A 一 0. 令 
f* :Exti(A,B) — Ext!'(A’, B) 和 g* : Ext'(A,B) — Ext'(A,B') 分 
别 为 f 和 9 诱导 的 态 射 ， 则 f(a) 对 应 的 扩张 为 0 一 已 一 耻 一 
4 一 0 而 ga) 对 应 的 扩张 为 0 一 B' 一 G 一 4 一 0. 特别 地 ， 若 
C=MrR,rER, 令 E' 为 7.:B->B 和 和 和 f 的 推出 ， 则 所 得 的 扩张 
0 二-B 一 A' 一 4 一 0 就 是 (ra), 它 也 可 以 通过 7::A 一 A 和 9g 
的 拉 回 得 到 . 

6*. 设 CCE' 为 阿 贝 尔 范畴 ， 其 中 E 有 足够 内 射 ， 下 :EC 一 他 
为 左 正 合 加 性 函 子 . 证 明 对 任意 g > 0 有 自然 等 价 ReCo (天 ) 和 > 
Co”( 玉 4 大). 
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. 设 M 为 平坦 R- 模 . 证 明 对 任意 RR- 模 NW,N 及 任意 有 
Torf jy N’'®Rr M) TorR(N.N’)@r M. 

8. 设 f: R 一 4 为 环 同 态 ，M 为 R- 模 而 入 为 4- 模 ， 证明: 

i) 设 PP Ee Spec(A) 而 p = f-1(P). 则 对 任意 n 有 
(TorR(M,N))p Tori’(M,, Np). 号 R 为 诺 特 环 而 M 为 有 
限 生成 的 R- 模 ， 则 对 任意 n 有 (Ezth(M,N))p 宏 Ext&, (Mp, NP). 

ii) f 为 平坦 当 且 仅 当 对 任意 极 大 理想 PC 4, hp 在 R, 上 平 
坦 ， 其 中 p= /7 7(P). 

iii) 车 f 平坦 ， 则 对 任意 n 有 TorA(M B@R 4,N) 涯 
TorR(M,N), Ezt?(M ®R A,N) Ezt®(M, N). 

9. 设 RR 一 4 一 B 为 诺 特 局 部 环 的 局 部 同 态 ，P CR 为 极 大 
理想 ， 假 设 4, B 在 R 上 平坦 而 B/PB 在 4/P4 上 平坦 . 证 明 召 
在 4 上 平坦 . 

10. 设 RR 为 诺 特 局 部 环 ，P 为 其 极 大 理想 ，k = R/P. 一 
个 有 限 生成 RE- 模 的 同 态 f : M 一 入 称 作 极 小 的 , 如 果 f @ idk : 
M/PM -> N/PN 为 同 构 ， 证明: 

i) 了 为 极 小 当 且 仅 当 f 为 满 射 且 ker(f)C PM. 

让 ) 对 任意 有 限 生成 的 R- 模 M, 存在 极 小 同 态 厂 :下 一 M, 其 
中 刀 为 自由 模 . 

iii) 在 说 中 ， 若 KK = ker(f) 是 平坦 的 ， 则 对 任意 ” 诱导 辣 
态 Ext%(k, 玉 ) 一 Ext%(k, 玉 ) 为 0. (提示 : 此 时 KK 也 是 自由 模 ， 故 
K 一 下 可 以 表 为 一 个 矩阵 ， 其 中 的 元 都 在 了 中 . ) 

11. 设 RR 为 有 单位 元 的 交换 环 ，M 为 具有 有 限 展 示 的 ( 见 
XL.1) R- 模 . 证 明 对 R 的 任意 乘 性 子 集 9 及 任意 R- 模 入 有 


Homar(M, SS-IN) S$-!Homa(M,N), 


并 由 此 用 同调 的 方法 给 出 引 理 VI.1.3 的 另 一 个 证 明 . 
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本 节 中 的 环 都 是 诺 特 环 ， 而 且 模 都 是 有 限 生 成 的 ， 除 非特 别 说 
明 . 若 MM 为 R- 模 ， 记 Supp(M) =T(AnnR(W)) C Spec(R) (见习 
题 VIE.3). 


1. 正则 列 与 深度 


设 1 CR 为 理想 ，M 为 R- 模 .一 个 序列 a1,… ,an E 了 称 作 
M- 正 则 的 , 如 果 每 个 ai (1 < i<n) 不 是 M/(al,… ,Qi-1)M 的 零 
因子 ( 即 ai: M/(ai,… ,aii1)M 一 Ma ,Qi-1)M 为 单 射 ). 

引 理 1.1 下 列 条 件 等 价 : 

i) 对 任意 有 限 生 成 R- 模 N， 若 Supp(N) C V(1) 则 
Brztr(NM)=0(<7m)i 

ii) Ezth(R/I, M)=0 (i<n); 

ii) 7 中 存在 长 度 为 n 的 M- 正 则 列 . 

证 . i) 访 i) 显 而 匈 见 . 

一 ii): 对 n 用 归纳 法 . 当 n= 1 时 , 若 T 中 的 非 零 元 都 是 MM 
的 零 因子 ， 则 TC ”WP, 故 存在 PeAssrR(M) 使 得 TCP， 


PEeAssp(M) 
这 样 就 存在 非 零 同 态 R/T » RIP M, 即 0Homa(R/I,M)= 
Ext%(R/I, M), 与 所 设 矛盾 . 

设 ”> 1, 则 可 取 MM 的 非 零 因子 a1 € 了 故 有 正 合 列 0 一 M 全 
MM 一 M/aliMM 一 0. 由 命题 Xr2.1 有 正 合 列 


.Ertp (R/TI, M) 一 Ezrts '(R/J, M /alM) 


2 (1) 
人 Ezti (R/T, M) -> 
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而 当 i < mn -1 时 天 ztp(BR/TDM) = Ezxti(R/I,M) = 0， 故 
Ezrts(R/I, M/aiM) = 0. 由 归纳 法 了 中 有 长 度 为 nm-1 的 (M/aiAM)- 
正则 列 a2,… ,an, 于 是 a1,… ,an ET 就 是 长 为 n 的 M- 正 则 列 . 

站) 过 i): 仍 对 n 用 归纳 法 ，n = 0 的 情形 是 平庸 的 . 设 al 了 是 
MM 的 非 零 因子 , 则 由 归纳 法 假设 有 Eztkp(N, M/a1M) = Eztgp(N,M) 
一 0 (i<n 一 1), 县 和 (1) 同样 的 理由 有 正 合 列 


0= Ezth *(N, M/alM) 一 Ezti '(N, M) 3 EztR '(N,M) (2) 


但 ou € TC VAnna(N), 故 存在 > > 0 使 得 of e AnnR(N), 于 是 
呆 . Ezt%'(N,M) =0( 因 为 显然 零 态 射 诱导 同调 的 零 态 射 ), 从 而 
Ext 1(N,M) = 0. 证 毕 . 

推论 1.1 车 M- 正 则 列 a1,… ,an E€ 了 为 极 大 的 ( 即 了 中 没有 
M/(a1,… ,an)M 的 非 零 因子 ), 则 Ezt&(R/I, M)#*0. 

证 . 当 n=0 时 由 引 理 1.1 中 让) 节 道 ) 的 证 明 有 Ez 维 (R/I,M) 
六 0 ， 当 n > 0 时 对 n 用 归纳 法 ， 由 (1) 及 归纳 法 假设 有 0 关 
Ezt® !'(R/I, M/aM) Ezth (R/I, M). 证 毕 . 

由 此 可 见 ， 极 大 M- 正 则 列 的 长 度 不 依赖 于 正则 列 的 选择 ， 我 
们 称 之 为 M 在 了 工 中 的 深度 , 记 作 depthi(M). 若 瑟 是 局 部 环 而 了 
是 极 大 理想 ， 则 记 depth(M) = depthi(2M), 并 称 之 为 M 的 深度 . 
( 故 depthr(0) = co. ) 车 M 关 0, 则 由 引 理 1.1, depthr(M) 等 于 使 
Ezti(R/I,M) = 0 (i<n) 的 最 大 n. 此 外 ，depthi(M) =0 当 且 
仅 当 了 含 于 M 的 一 个 伴随 素 理想 中 ; 若 a EeE 了 是 M 的 非 零 因 子 
则 depthyr(M /acAfi) = depthi(M)—1. 

若 豆 是 局 部 环 而 了 工 是 极 大 理想 , 则 对 了 中 的 任 一 非 零 因子 a, 由 
命题 X.2.1 有 dim(R/(a)) = dim(R) 一 1, 故 由 归纳 法 得 depth(R) < 
dim(R). 更 一 般 地 有 

命题 1.1 设 M 是 局 部 环 RR 上 的 模 ， PP € Assp(M)， 则 
depth(M) < dim(R/P). 

证 . 我 们 对 n = dim(R/P) 用 归纳 法 . 大 n = 0, 则 P 是 极 
大 理想 ， 而 P 中 的 非 零 元 都 是 M 的 零 因 子 ， 故 depth(M) = 0. 
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若 n >0 且 depth(M) > 0, 在 极 大 理想 中 任 取 AM 的 非 零 因 子 a. 
则 a & 已, 故 dim(R/(P,a)) = dim(R/P) - 1， 另 一 方面 ， 存 在 
m E AMf 使 得 Anna(m) = P. 若 me€ aM, 则 因 fja MM =0( 推 
论 区 .1.1), 存在 > > 0 使 得 me arM--ar AM 故 mm = armm 
m gaaf, 且 AnnRplrn) = 三 忆 . 今 ri 关 0 为 mm 在 M/aM 中 的 象 ， 
则 Annk(m1) D (Pa), 故 由 引 理 V.1.1 存在 Q E AssR(AMV/aM) 使 
得 (P,a) C @. 于 是 由 归纳 法 假设 得 


depth(M)—1 - depth(M/aM) < dim(R/Q) < dim(R/P)-—1 


即 depth(M) < dim(R/P). 证 毕 . 

车 局 部 环 R 满足 depth(R) = dim(R), 则 称 忆 为 科恩 - 考 考 
菜 环 (简称 为 C.M. 环 ); 一 般 地 ， 一 个 环 RR 称 为 C.M., 如 果 对 任 一 
PeSpec(R), Rp 是 C.M.. 

推论 1.2 若 RR 是 C.M. 局 部 环 ， 则 

i) 对 任意 p € AssR( 玉 ) 有 depth(R) = dim(R/p), 特别 地 p 是 
极 小 的 . 

ii) 若 a1,…- ,Qar 是 ER- 正则 列 ， 则 R/(a1,…,ar) 为 C.M. 且 
dim(R/(a1,.… ,a7) = dim(R)—7. 

ii) 车 pe Spec(R), 则 R, 是 C.M.. 

证 . i) 由 命题 11 有 dim(R/P) > depth(R) = dim(R) > 
dim(R/P). 

ii) 显然 . 

iii) 若 ht(p) > 0, 则 由 i 存在 非 零 因 子 a € p, 于 是 a 也 是 R， 
的 非 零 因子 ， 再 对 R/aR 用 归纳 法 . 证 毕 . 

例 1.1 设 上 是 域 ，R = klz,yj/(z?,zy), P = (z 幼 则 
dim(Rp) = 1, 而 由 例 Y.2.3 有 depth(Rp)==0. 

命题 1.2 设 R,4 为 局 部 环 ， p, 己 分别 为 其 极 大 理想 ， 了 : 
忆 一 4 为 局 部 同 态 ，AM 为 R- 模 ，NN 为 4- 模 且 为 R- 平 坦 的 ， 则 
depthp(M @R N) = depthp(M) + depthp(N/pN). 
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证 . 我 们 对 了 = deptho(A)+depthp(NVpN) 用 归纳 法 . 当 n = 
0 时 ，PeAssp(N/pN), 故 由 引 理 VE.2.2.ii) 可 知 PE AssP(AM QR 
N), 从 而 depthP(MQ@RANI)=0. 

若 depthp(Af) > 0, 取 MM 的 非 零 因子 a Ep, 则 f(a) 是 MB@RN 
的 非 零 因子 ， 对 M/aM 用 归纳 法 假设 得 depthp(M @®R N/aM GR 
N)= depthp(M QRAN) 一 1 

若 depthp(N/pN) > 0, 取 N/pN 的 非 零 因子 be 已 . 将 命题 
XIE.5.2 应 用 于 b. :NN 一 NN, 即 得 入/bN 是 R- 平 坦 的 . 于 是 有 正 合 列 
0 二 TorR(M,N/bN)— M8rRN 忆 MB8RN, 即 5b 是 MB@RN 的 非 
零 因 子 ， 从 而 depthp(M @®BRN/bM @®BRN) = depthp(M@RN)—1. 
证 毕 . 

推论 1.3 若 RR 一 4 是 局 部 环 的 平坦 局 部 同 态 ，p C 民 为 极 
大 理想 ， 则 depth(4) = depth(R) + depth(4/p4). 特别 地 ， 4 是 
C.M. 当 且 仅 当 玉 和 4/p4 都 是 C.M.. 

证 . 对 M = R,N = A 应 用 命题 1.2 即 得 第 一 个 断言 ， 对 第 二 
个 断言 ， 注 意 由 引 理 X.3.1 有 dim(4) = dim(R) + dim(A/pA). 证 
毕 . 

命题 1.3 设 M 为 R- 模 ， 了 CR 为 理想 ，ail,:… ,ar ET 为 
M- 正 则 列 . 若 对 M 的 任 一 商 模 N 有 fatN =0 (1<:i<7), 则 


a1,… ,ar 的 任意 置换 仍 是 M- 正 则 列 . 

只 需 证 明 对 任意 ;< 7，a1，…… ,Qi1)Qi41) Qiy Qit2) ,ar 
是 
AMf -正则 的 . 由 于 ai，…，,ai-l 是 AM- 正则 的 ， 只 需 证 明 
ai+l 0i ai+2 ar 是 (MI/al ,Qi-1)M)- 正 则 的 , 故 可 将 M 换 
成 M/(a1,… ,qi-1)M, 即 假定 i1= 1. 我 们 需要 证 明 az 是 M 的 非 
零 因 子 且 al 是 M/a2M 的 非 零 因子 . 

若 对 m 关 0€ M 有 azm = 0, 由 所 设 存 在 n > 0 使 得 m 6 
orN —artiN, 即 存 在 mE M 一 aiM 使 得 m= 二 aim'. 因 al 不 是 
MM 的 零 因子 有 a2m = 0, 从 而 az 是 人 MM/M2 的 零 因 子 ， 与 所 设 玫 
盾 . 
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右 al 是 MM/a2M 的 地 因子 , 则 可 取 m € MM 一 a2M 使 得 am < 
a247. 设 aim = a2mi, 则 因 a2 不 是 AM/aiAM 的 零 因子 而 azml < 
arM, 有 mi eaiM. 设 mi = aim2z, 则 因 al 不 是 M 的 零 因 子 有 
m 二 aQ2m2 € a22M1, 逆 盾 . 证 上 毕 . 

例 1.2. 设 上 为 域 ， R= klzx,y,z], a1 = ZU ~ 1), a2 = y, 
a3 二 zz 一 1)， 则 a1,az,a3 为 了 = (z,y,z) 中 的 RE- 正则 列 ， 但 


C1 ,03,02 却 不 是 . 


2. 科恩 - 麦 考 菜 环 


命题 2.1 若 情 为 C.M., 则 R 上 的 多 项 式 代数 亦 然 . 

证 . 由 归纳 法 只 需 考虑 一 个 变 元 的 多 项 式 代 数 RIz]. 设 Ps 
SpecR[z], p = PN RR, 我 们 在 命题 X.4.1 的 证 明 中 已 看 到 或 者 P = 
DR[z], 或 者 ht(P/pR[z]) = 1. 在 后 一 情形 ， 可 取 首 一 多 项 式 f € 
Rp[z] 使 得 PREp = (p, 了 ) (因为 Rp[z]/pRp[z] 衬 x(p)[2]). 设 al ,ar 
为 Ry- 正则 列 (> = ht(p)), 则 qi,… ,ar 也 是 Rp[z]- 正 则 列 ， 且 在 后 
一 情形 由 推论 XL.5.2 可 知 f 不 是 hp/(ai,… ,ar)[z] 的 零 因 子 . 故 
在 任何 情形 下 都 有 dim(R[z]p) = depth(R[z]p). 证 毕 . 

引 理 2.1 设 民 是 局 部 环 ，al,……,,ar 为 RR 的 极 大 理想 中 的 
元 ， 了 T= (aar). 则 a1,… ,,ar 为 R- 正 则 列 当 且 仅 当 典 范 同 
态 R/Tlz1,… ,Zr| 一 gr1(R) 是 同 构 . 

证 ， 必 要 性 :我们 对 7 用 归纳 法 ， > = 0 的 情形 是 平庸 的 . 
设 7 > 0, 记 J = (Qi,…,,aQr_-1) CR 我 们 要 证 明 的 是 对 任 一 
n 次 齐 次 多 项 式 f € RIzi,… ,zr], 车 f(a1,…,,ar) € F+l 则 
feE IRIz1,… ,Zr]. 易 见 存在 n 次 齐 次 多 项 式 fo € TR[z1,:… ,Zz;] 
使 得 f(a1,…,,a7) = fo(a1,… ,,ar), 故 不 妨 用 f -fo 代替 f, 而 
假设 f(ail,…,,ar) = 0， 设 f 作为 zr 的 多 项 式 的 次 数 为 d， 则 
f= zsg 十 万 ,其 中 9 是 zl……，,zr il 的 (n 一 d) 次 齐 次 多 项 式 ， 
而 户 作为 x 的 多 项 式 的 次 数 小 于 d. 我 们 再 对 d 用 归纳 法 ， 当 
d=0 时 由 对 > 的 归纳 法 假设 得 Fe JRIzi1,… ,zxr_1|. 若 d > 0， 
则 易 见 acg(al ar-1) = 一 户 (al ar) eE mdf1) 故 由 对 > 
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的 归纳 法 假设 得 adag € JRIz1,… ,zr-1]. 由 所 设 ar 是 R/J 的 非 
零 因子 ， 换 言 之 若 ab€ J 则 be J 因而 g € JRIzi1,… ,zr-1l. 
因此 我 们 可 取 z1,… ,zr-1 的 (mn 一 d 十 1) 次 齐 次 多 项 式 h 使 得 
h(a yar) = ga ar 令 户 =arzr 十 万, 则 户 
是 n 次 齐 次 的 且 f2(a1,… ar) = ai ar)=0, 故 由 对 d 的 
归纳 法 假设 有 户 € TR[z1,… ,zrj, 从 而 f = 一 arzd ih+ rrg € 
TRIzx1,:.* ,Zr|. 

充分 性 ， 仍 对 7 用 归纳 法 ，7 = 0 的 情形 是 平庸 的 , 者 7 > 0， 
首先 注意 al 是 非 零 因子 ， 因 车 a1b = 0 而 5b 关 0, 则 存在 n 使 得 bE 
I*-I"+i, 故 有 系数 不 全 在 I 中 的 n 次 齐 次 多 项 式 g€ RIz1,… ,zr] 
使 得 5 = g(ai,… ,ar); 令 h = zig, 则 ha ar) = 0 而 
hg IRIz1,.… ,Xr], 与 所 设 巴 盾 . 

为 使 用 归纳 法 假设 我 们 只 需 再 验证 R/Tlzz ,zr|] 一 
gr7/tai)( 尽 /(ai)) 是 同 构 即 可 . 注意 


gr/ VR/(a)) = PD(a) + I)/(0) + 71") 
n= 二 0 


设 n 次 齐 次 多 项 式 f e R[x2,… ,zr] 满足 f(a2,:…,,ar) € (al) 十 
Tn+l, 或 faz ar) = ab 十 c(cE 1n+1)， 若 ce 严 则 
Faa ar) € I"t1, 故 由 所 设 有 f € TRIz2,… zj 者 bg1"， 
则 存在 m < n 使 得 be I™ 一 了 "mt!, 故 可 取 一 个 系数 不 全 在 了 工 中 
的 m 次 齐 次 多 项 式 ge RIz1,… ,zr] 使 得 b= g(a1,… ,,ar), 于 是 
alig(al ,ar)= faz ,Qar) 一 cE 1"7, 从 而 由 所 设 m>n 一 1， 
故 m= 二 n 一 1; 再 由 jaa ar) 一 aig(al ar)=ceEP 及 所 
设 得 f 一 Zz19 € TR[z1,… zj 故 仍 有 ETRfza ,zrj. 证 毕 . 

由 此 立 得 

推论 2.1 设 RR 为 n 维 诺 特 局 部 环 ， 则 R 为 C.M. 当 且 仅 当 
存在 由 ? 个 元 生成 的 定义 理想 了 使 得 R/I[z1,… ,zn] 忆 gr'(R) 是 
同 构 . 

命题 2.2 设 已 为 C.M. 局 部 环 ， 则 
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i) 对 任意 理想 TC R 有 ht(1) + dim(R/I) = dim(R). 

ii) 若 p,q € Spec(R), p D q, 则 ht(p) =ht(q)+ht(p/q). 

ii) 一 列 元 素 al,…,a € R 是 R- 正 则 的 当 且 仅 当 
ht((ai,… ,ar)) = 7， 且 此 时 R/(a1,… ,ar) 的 每 个 伴随 素 理想 具 
有 高 度 7 

证 . i) 由 定义 X.1.1, 不 妨 设 了 工 是 素 理想 . 对 ht(7) 用 归纳 法 . 
若 ht(1) = 0, 则 由 推论 1.2.i) 得 dim(R/D = dim(R). 若 ht(1) > 
0， 则 由 推论 1.2.i) 可 取 非 零 因 子 we 7, 而 由 推论 1.2.ii), 放 ) 有 
dim(R/(a)) = dim(R) — 1, ht(1/(a)) = dim(RIi/aRi) = dim(RI) 一 
1 = ht(7) 一 1, 故 由 归纳 法 假设 有 ht(1) 一 1 = dim(R)-—1. 

ii) 由 i) 和 推论 1.2.ii) 有 


ht(p) = dim(R,) = ht(gRy) + dim(R;/qgRp) = ht(q) + ht(p/q) 


iii) 第 一 个 斯 言 的 必要 性 由 i) 和 推论 1.2.ii) 立 得 ; 注意 
Pp E Assp(ER/(ai ar)) 当 且 仅 当 P/(ci ar) € 
AssR/ta anj(RR/al ;ar))， 故 由 i) 和 推论 1.2.i)， ii) 得 第 二 个 


为 证 明 第 一 个 断言 的 充分 性 , 我 们 对 7 用 归纳 法 . 由 命题 X.2.1 
有 ht((a1,… ,Qax_1))=7 一 1 (否则 由 让 有 dim(R/(a1)… ,ar_1)) > 
dim(R) 一 ?7 十 1, 从 而 dim(R/(ai,:… ,ar)) > dim(R) 一 +, 再 由 i)j 有 
ht((ai,.… ,ar)) < 7, 耶 盾 ), 故 由 归纳 法 假设 a1,:… ,ar -il 是 R- 正 
则 列 . 者 aw 是 R/(a1,… ,ar-1) 的 零 因 子 , 则 a 在 R/(ai,… ,ar-1) 
的 某 个 伴随 素 理想 p 中 , 故 由 第 二 个 断言 有 ht((al,…. ,ar)) < ht(p) = 
7 一 1 逆 盾 . 证 毕 . | 


习题 


1. 设 民 为 诺 特 环 ，I CR 为 理想 而 M 为 有 限 生 成 的 R- 模 . 
证 朋 : 
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i) depthi(NW)= 二 ”inf depth(iW,). (提示 : 利用 习题 XL.8. ) 
peESpec(R) 
Pz | 


ii) depthr(A1) = oo 当 且 仅 当 4 = ITM. 

2. 设 忆 为 诺 特 局 部 环 而 M 为 有 限 生 成 的 RR- 模 . 是否 一 定 有 
depth(M) < depth(R)? / 

3. 设 R 为 诺 特 环 ,TC 民 为 理想 M,N 为 有 限 生 成 的 严 模 ， 
其 中 M 是 平坦 的 . 证 明 depthi(N) < depthi(M BR N), 特别 地 有 
depth;(R) < depthi(M). 

4*. 设 民 为 诺 特 环 ，M,N 为 有 限 生成 的 R- 模 . 证 明 下 列 条 
件 等 价 : 

i) Homr(M,N)= 0; 

ii) 任 一 PE AsskR(1M) 不 包含 于 六 的 任何 伴随 素 理 想 中 ，; 

iii) 对 任意 已 E Assk(M) 有 depthp(N)>0; 

iv) 对 任意 Pe Assp(M) 有 Homa(R/P,N) = 0. 

5*. 设 尽 为 戴 德 金 环 而 4 为 有 限 生成 的 严 代 数 . 设 PCP'Cc 
P7 ec Spec(4). 证 明 ht(P”/P) = ht(P"/P')+ht(P’/P). 

6. 设 RR 为 诺 特 环 ，M,N,N' 为 有 限 生 成 的 R- 模 ， 其 中 MM 
是 平坦 的 . 证 明 若 Homa(N,N')=0 则 Homg{(N,M BRN')=0. 
(提示 : 利用 习题 4. ) 
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入 V. 正规 环 与 正则 环 


本 节 中 的 环 都 是 诺 特 环 . 


1. 正规 环 


设 BR 为 环 ，SCRR 为 RR 的 所 有 非 零 因子 的 集合 则 S 是 乘 
子 集 . 称 S71!R 为 R 的 全 商 环 . 若 瑟 没有 寡 堆 元 且 尽 在 SS- 下 中 
整 闭 ， 则 称 RR 为 正规 的 . 

引 理 1.1 正规 局 部 汪 是 整 环 . 

证 .用 反 证 法 ， 设 正规 局 部 环 BR 非 整 环 . 记 S 为 RR 的 非 等 
因子 的 集合 ， pi,… ,pn 为 R 的 极 小 素 理 想 全 体 ， 则 因 N(R) = 
pin.…npn 二 0, 有 n>1, 且 由 定理 V.2.1 可 知 S=R- Up 取 


QEPD-PpUi Upn, bEpNLELNpn -p11) 则 ab=0 而 a+bes 
( 因 a +b 不 属于 任 一 pi. 易 见 (45)? 一 a 二 0, 故 5 € SiR 
在 R 上 是 整 的 ,于 是 由 所 设 有 吉 s € R, 从 而 字 5 =1- 5 ER. 
因 尺 是 局 部 环 ， -4 和 -和 中 至 少 有 一 个 是 单位 ， 不 妨 设 -27 
单位 ， 即 存在 ce RR 使 得 sc=1. 于 是 ac=a+b, 娘 ==0, 与 所 
设 矛 盾 . 证 毕 . 

推论 1.1 下 列 条 件 等 价 : 

i) RR 是 正规 环 ; 

ij 让 对 R 的 任 一 极 大 理想 P, Rp 是 整 闭 整 环 ; 

iii) R 实 Rix-.… x R,, 其 中 Ri,:… ,RR 为 整 闭 整 环 . 

证 . 由 礼让); 由 引 理 1.1 只 需 证 明 R 的 任 一 局 部 化 仍 是 正规 
的 . 仍 记 S 为 尺 的 非 零 因 子 的 集合 . 设 TC RR 为 乘 性 子 集 ， 
则 易 见 一 个 元 r/t €& T-IR (r € R,t € T) 是 非 零 因子 当 且 仅 当 
rE ST=R-— (J p. 设 r/ste (ST)-iR(reR,sesS. 


pEAssg(T- 1R) 
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te 了 T 了 ) 在 呈 上 是 整 的 , 即 存在 首 一 多 项 式 f & RIz] 使 得 Flr/sb) = 0， 
则 存在 + € R 使 得 tr/s€E STR 在 RR 上 是 整 的 ， 故 tr/s€ RR, 从 
而 r/st ET IR. 

订 之 ii): 由 二) 可 知 任 一 极 大 理想 PP 仅 包 含 一 个 极 小 素 理 想 ， 
故 任 两 个 极 小 素 理想 生成 单位 理想 ， 设 pl,… ,pn 为 R 的 极 小 素 
理想 全 体 ， 则 由 中 国 剩余 定理 得 及 人 宇 民 /p1 x… x R/pn, 于 是 每 个 
R/p; 是 R 的 局 部 化 ， 故 由 i) 地 ii) 的 证 明 可 知 R/pi 为 整 闭 的 . 

iii) 一 iD: 注意 s= (sl ,sn) € Ri XxX.… x R, 是 非 零 因子 当 
且 仅 当 每 个 si 冯 0, 此 时 对 任意 7 = (ri ,rn) ER,r/s 在 R 上 
是 整 的 今 每 个 ri/si 在 Ri 上 是 整 的 怠 mi/si € Ri(l1<i<n) 人 车 
7/sE R. 证 毕 . 

由 命题 .2.2, 若 RR 是 正规 环 则 RIz] 也 是 正规 的 . 


2. 正则 环 


设 呈 是 n 维 局 部 环 ， PC RR 为 极 大 理想 ,k= R/P. 若 PP 由 
个 元 生成 , 则 称 RR 是 正则 的 , 由 中 山 正 引 理 这 等 价 于 dimx(P/P?) = 
n (注意 由 命题 X.2.1, P 的 生成 元 个 数 不 小 于 n). 一 般 地 ， 一 个 环 
R 称 作 正则 的 , 如 果 对 任意 极 大 理想 PC R, Rp 是 正则 的 . 

例 2.1 i) 一 个 域 上 上 的 多 项 式 代数 k[z1,… ,zn] 是 正则 的 ， 
因为 它 的 任 一 极 大 理想 由 n 个 元 生成 (习题 亚 .2). 

ii) 任 一 戴 德 金 环 是 正则 的 . 

iii) 域 上 的 形式 需 级 数 代 数 k[[z1,… ,xnljl 是 正则 的 ， 因 为 它 是 
n 维 局 部 环 且 极 大 理想 为 (zi，…… ,zn). 

引 理 2.1 设 RR 是 诺 特 局 部 环 ，P C RR 为 极 大 理想 . 则 为 正 
则 环 当 且 仅 当 对 某 个 4d 有 分 次 同 构 gr 了 (R) 宕 R/Pl[z1,… ,za] (此 
时 有 a= dim(R)). 

证 . 记 上 = R/P. 

必要 性 : 设 d = dim(R), 则 存在 P 的 一 组 生成 元 al,:… ,ad， 
从 而 有 满 同 态 f : 4 = klz1,… ,2a] 一 gr'(R) 使 得 f(zi) = i € 
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P/P? (1 <i<d). 车 ker(f) 关 0, 取 ker(f) 的 一 个 非 零 齐 次 元 b, 则 
由 命题 X.2.1 有 dim(R) = deg(x#) < deg(x4y(b)) = d 一 1 政 盾 . 

充分 性 : 设 f 了 :4 = 二 kz1,… ,za] 一 gr (及 ) 为 同 构 , 则 dim(R) = 
deg(XR) = deg(X4) = d, 且 P/P? 有 一 组 生成 元 f(x1),:… ,f(xa)， 
故 由 中 山 正 引 理 P 由 d 个 元 生成 ， 即 R 是 正则 的 ， 证 毕 . 

命题 2.1 设 RR 为 d 维 正 则 局 部 环 ，ai1,:… ,aa 为 极 大 理想 PP 
的 一 组 生成 元 ， 则 : 

i) R 是 整 环 . 

ii) ga1,… ,ag 是 RR 正 则 列 ， 故 R 为 C.M.. 

ii 对 任意 ?< d, (a1,… ,Qi) 是 素 理想 ， 且 R/(al,:… ,qi) 是 
正则 的 . z 

iv) 者 @Q € Spec(R) 使 得 R/Q 是 正则 的 ， 则 存在 P 的 一 组 生 
成 元 b1,… ,ba 使 得 @ = (b1,.… ,6i), 其 中 i = ht(@). 

1 下 1) 设 a,b 头 0 € R, 则 存在 r,s 使 得 a € Pr Prtl, 
bE€ Ps Ppstl 令 a*,b* 分 别 为 a,b 在 Pr/Pr+l C grP?(R) 和 
Ps/Ps+l C gr?(R) 中 的 象 , 则 @a*,b* 关 0. 若 ab=0, 则 有 a*b* = 0， 
而 由 引 理 2.1 gr (R) 是 整 环 ， 矛盾. 

i) 由 引 理 2.1 和 引 理 XIV .2.1 立 得 . 

iii) 由 和 推论 XIV.1.2ii) 有 dim(R/(ai1,… ,ai))=d 一 纪 而 
P/aa ,oai) 由 ai ,Qa 在 RR/(a1,:… ,ai) 中 的 象 生成 ， 帮 为 
RR/(aqi,… ,ai) 正则 的 . 再 由 i) 得 (a1,:… ,ai) 为 素 理想 . 

iv) 由 命题 XIV.2.2.i) 有 dim(R/Q@) = d~-i. 记 上 = R/P,， 
p 二 P/Q, 则 由 所 设 有 


d—i= dim.p/p? = dimk P/P2+Q 
= dimk P/P’? — dim: Q/Q NP = d— dim, Q/QNP? 
故 dimx @/QNP? 一 1. 取 间 ;,…， ,bi 人 Q@ 生成 @/8@NP?, b+: ,ba 和 
书生 成 忆 /P 忆 +Q@, 则 六 ,pa 生成 已 .由 证 ) 可 知 (b1,:… ,bi) 为 


(高 度 i 的 ) 素 理想 ， 故 等 于 Q@. 证 毕 . 
我 们 将 用 下 面 的 记号 : 设 尺 为 诺 特 环 、 记 性 质 
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(Sn) depth(R,) > inf(n, ht(p)) (Yp € Spec(BR)) 

(Rn) 对 任意 PE Spec(R), 阁 ht(p)<n 则 Rb 是 正则 的 

(So) 是 永 真 的 ， (S1) 等 价 于 RR 没有 嵌入 素 理想 ( 即 伴 随 素 理 
想 都 是 极 小 的 ); R 为 C.M. 当 且 仅 当 所 有 (S%) 成 立 ; RR 为 既 约 的 
当 且 仅 当 (Ro) 和 (S1) 成 立 (由 定理 V.2.1, 若 PE AssR(R) 是 极 小 
的 ， 则 Rp 是 整 环 当 且 仅 当 在 (0) 的 准 素 分 解 中 出 现 p). 

命题 2.2 一 个 诺 特 环 RR 是 正规 的 当 且 仅 当 (Ri1) 和 (S52) 成 
六 若 及 是 正规 整 环 ( 即 整 闭 整 环 ), 则 R= fi Ry. 


PpESpec( BR) 
ht(p)=1 


证 ， 先 证 第 一 个 断言 . 

必要 性 : 由 推论 1.1 不 妨 设 玉 是 整 环 . 设 p€ Spec(R), ht(p)= 1 
则 已 为 戴 德 金 环 ， 故 由 引 理 W.3.1 R 是 DVR, 这 就 证 明了 (Ri1). 
为 证 明 (S2), 不 妨 设 RR 是 维 数 大 于 1 的 局 部 环 ，p € RR 为 极 大 理 
想 ， 只 需 证 明 对 任意 非 零 元 a ER 有 p44 AssR(R/(a)). 用 反 证 法 ， 
设 有 be R 一 (a) 使 得 Anng(b) =p 作为 6 在 R/(a) 中 的 象 ). 令 
s=b/ae qf(R), 则 s 4 RE spCc R. 由 R 的 整 闭 性 有 spfp 
(否则 由 引 理 .1.1 有 se R, 从 而 be (a), 牙 盾 ), 故 sp = R, 从 而 
s~-ltieRHp={(s-!'). 由 推论 和 X.2.1 有 dim(R) = ht(p) < 1, 与 所 
设 巴 盾 . 

充分 性 : 记 5S 为 RR 的 非 零 因子 的 集合 ， 则 对 任意 a € 9, 由 
(S2) 任意 pe AssR(R/(a)) 的 高 度 为 1, 从 而 由 (Ri) 得 Rp 为 DVR. 
设 有 5 € R 使 得 b/a 在 R 上 是 整 的 ， 则 有 5bR,。C aRp, 即 存 在 
se R 一 p 使 得 sbe (o), 或 Anna(6) Yp (5 为 5 在 R/(a) 中 的 象 ) 
故 56= 0, 从 而 b/a€ RR. 

由 此 还 可 见 b/a € RR 当 且 仪 当 ba € 站 Rp, 而 每 个 


pEAssR(R/(a)) 


Dp E AssR(R/(a)) 的 高 度 为 1, 故 有 R= 站 R,. 证 毕 . 
Pee 


设 M 为 R- 模 . 若 存 在 有 限 长 的 投射 预 解 0 -> 已 , 一 … 一 
而 全 34 一 0, 则 称 最 短 的 投射 预 解 的 长 度 为 M 的 投射 维 数 , 记 
为 proj.dim(M) ( 若 M 没有 有 限 长 投射 预 解 则 令 proj.dim(Af) = 
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o0). 对 偶 地 可 定义 内 射 维 数 inj.dim(M).， 易 见 proj.dim(M) = 最 
小 的 n 使 得 对 任意 mm >n 及 任意 R- 模 NN 有 Eztr(M,N)=0. 

引 理 2.2 (Auslander-Buchsbaum) 设 R 为 诺 特 局 部 环 ，M 地 
0 为 有 限 生 成 的 R- 模 使 得 proj.dim(M) < co， 则 proj.dim (MM) 十 
depth(M) = depth(R). 

iE. 令 呈 CR 为 极 大 理想 k= 二 R/P. 对 n= proj.dim(AM) 用 
归纳 法 . 者 n= 0, 则 M 是 投射 模 ， 故 为 自由 模 (推论 VI.1.2), 因 
而 depth(M) = depth(R). 

各 >0, 则 可 取 满 同 态 7: Re -一 AM, 其 中 7= dimk M/PM. 
令 天 =ker( 门 , 则 天 CC Per, 且 易 见 proj.dim(K) = nn 一 1, 故 由 归 
纳 法 假设 有 妹 - 1 二 depth( 天 ) = depth(R). 由 引 理 XIV.1.1 及 命题 
XI.2.1 得 Exth(k, M) =0(Vi < depth(K) 一 1). 车 n> 1 则 由 推 
论 XIV.1.1 还 有 


EzrtrP P(E, M) ErtdPth(K)(k, K)A0 (1) 


若 n==1, 则 为 非 零 自由 模 . 由 习题 XI.10.iii) 可 知 对 任意 ; > 0. 
Ertp(k,K) 一 Erti(k, RE") 是 零 同 态 ， 故 Eztb(k,K) = 0, 从 而 
depth(R) = depth(K) > 0, 且 (1) 仍 成 立 . 

由 引 理 XIV.1.1 得 depth(M) = depth(K) - 1， 故 
proj.dimn(Ad ) 十 depth(M) = depth(R). 证 毕 . 

引 理 2.3 对 任 一 环 RR 下列 条 件 等 价 : 

i) 对 任意 R- 模 M 有 proj.dim(M)<n; 

i) 对 任意 有 限 生 成 的 R- 模 M 有 proj.dim(M) < n; 

iii) 对 任意 RR- 模 N 有 inj.dim(M)<n; 

iv) 对 任意 R- 模 M,N 有 Ezt%t1(M,N)=0. 

证 , i) 访 ii) 平庸 . 

划一 iii): 取 正 合 列 OO 一 NN 二 了 2o .一 I 了 "Tl 0 一 
0， 其 中 9?,… ,7"- 为 内 射 模 ， 则 由 命题 XIE.2.1 用 归纳 法 易 得 
Erth(M,OC) Ss ErtRr (M,N) 对 任意 R- 模 M 成 立 ， 而 由 这 对 任 
意 有 限 生 成 的 R- 模 M 有 瑟 ztf AMN) =0 若 0 一 MI 一 AM 
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”一 0 为 玉 模 正 合 列 且 M” 为 有 限 生 成 的 ， 则 由 命题 XE.2.1 有 
正 合 列 Homa(M,C) 一 Homr(M',C) = Ertp(M",C) =0, 即 任 
意 同 态 M 一 C 可 以 扩张 到 A 上 ， 故 申 佐 恩 引 理 可 得 C 是 内 射 
的 . 

ii1) 坊 1V): 显然 . 

iv) 坟 i): 取 正 合 列 0 一 太一 P11 刻下 一 了 一 M 一 
0, 其 中 己 ,… .PP_1 为 投射 模 ， 则 由 命题 XI.2.1 用 归纳 法 易 得 
Ezrth(K,N) SS Ertir (M,N) = 0 对 任意 R 模 NN 成 立 ， 故 由 引 理 
XIL.3.2 可 得 KK 是 投射 的 . 证 毕 . | 

我 们 定义 RR 的 整体 维 数 为 


gl.dim(R) = sup proj.dim(M) = sup inj.dim(M ) (2) 
M M 


不 难 验 证 gl.dim(R)= sup ”gl.dim(R,) ( 留 给 读者 作为 习题 ). 


pPESpec{R) 
引 理 2.4 设 民 为 诺 特 局 部 环卫 为 RR 的 极 大 理想 ,k= R/P， 
出 


glL.dim( 忆 ) = proj.dim(k) = 使 Tor 芭 |(k,k) =0 的 最 小 n. 


证 ,首先 我 们 证 明 对 任意 有 限 生 成 的 R- 模 M，, proj.dim(M) < 
n 当 且 仅 当 Tor 有,(M,k) = 0. 由 命题 XE.2.1 及 归纳 法 可 归结 为 
n 二 0 的 情形 ， 这 由 命题 .5.1.ii) 和 推论 VI.1.2 立 得 . 

车 Tor 1(k,k) = 0, 则 proj.dim(k) < n, 从 而 对 任意 有 限 生 
成 的 R- 模 有 TorR (2M,k) = 0, 于 是 又 有 proj.dim(M) < n, 故 
.dim(RR) < n. 证 毕 . 

设 C.,D. 为 两 个 R- 模 复 形 (分 别 到 Co, Do 为 止 ), 则 C. @R DD. 
为 RR- 模 双 复 形 (参看 XH.4), 称 Tot(C.@RD.) 为 CC 和 D. 在 RR 上 
的 张 量 积 . 由 此 还 可 以 定义 多 个 复 形 的 张 量 积 . 

设 R 为 局 部 环 ，PC RR 为 极 大 理想 . 对 任 一 组 al,:… ,ar E 也 ， 
定义 其 科斯 拓 尔 复 形 K. 为 所 有 复 形 0 一 RR 夸 RR 一 0 在 上 的 
张 量 积 ， 注意 K; 空 R3(7?), 且 coker(dK) 兰 R/(a1,… ,ar)， 易 见 
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imld 二 PRFKi 和 aar 在 PP2 路 的 象 在 RiP 上 线性 无 
关 ， 则 不 难 验 证 R/P BR im(df) 一 P/P? BR Ki_1 是 单 射 . 

令 玉 .为 P 的 一 个 极 小 生成 元 组 a1,… ,ar 的 科斯 居 尔 复 形 . 由 
习题 XL.10.i) 可 以 构造 一 个 k= R/P 的 自由 预 解 已 使 得 ker(df) < 
PF:; (i > 0). 由 引 理 12.1 的 证 法 可 见 idx 诱导 一 个 态 射 f :KK 一 丘 . 
其 中 fo, 有 为 同 构 ， 由 命题 XI.5.2 和 R/P8rim(df) 一 P/P2SR 
Ki-1 还 可 见 fi (i > 1) 将 K; 霸 入 Ff 作为 一 个 直 加 项 .注意 
df ®Ridk = 二 0 (i> 0), 故 有 TorR(k,k) 衬 Fi@rk (i>0). 

定理 2.1 ( 塞 尔 ) 一 个 诺 特 局 部 环 愉 是 正则 的 当 且 仅 当 gl.dim(RR) 
< co, 且 此 时 有 gl.dim(R) = dim(R). 

证 . 仍 记 PCR 为 极 大 理想 ，k= R/P. 

必要 性 : 由 命题 XE.2.1 不 难 推出 , 若 M 为 有 限 生 成 的 R- 模 而 
a EP 是 MM 的 非 零 因子 ， 则 proj.dim(M/aM) = proj.dim(M)+1. 
设 a1,… ,ad 为 PP 的 一 组 生成 元 , 其 中 d= dim(R), 则 由 归纳 法 有 
proj.dim(R/P) = 二 4d < co 从 而 由 引 理 2.4 有 gl.dim(R) = dim(R). 

充分 性 : 设 r = dimk P/P2. 由 上 所 述 有 TorR(k,k) 兰 /PF > 
Ki/PK; 和 关 04< 7), 从 而 由 命题 X.2.1, 引 理 2.2 和 引 理 2.4 有 
”> dim(R) > depth(R) = proj.dim(k) > 7, 故 RR 是 正则 的 . 证 毕 . 

注 2.1 设 al,… ,ar € 也 为 R- 正 则 列 ， 则 由 归纳 法 不 难 验 证 
其 科斯 大 尔 复 形 是 R/(a1,… ,ar) 的 一 个 自由 预 解 (习题 7). 特别 
地 ， 奋 丸 是 正则 的 而 a1,… ,ar 是 忆 的 一 个 极 小 生成 元 组 ， 则 其 
科斯 居 尔 复 形 是 的 一 个 自由 预 解 . 

推论 2.1 若 R 是 正则 环 ， 则 对 任意 pe Spec(R), R。 是 正则 
局 部 环 ， 故 已 满足 所 有 (R%). 特别 地 ，R 是 正规 的 . 

这 是 因为 ,车 M 是 Rp- 模 而 下 是 M 作为 R- 模 的 自由 预 解 ， 
则 (F)p 是 M 作为 Rp- 模 的 自由 预 解 . 

推论 2.2 若 尺 是 正则 环 ， 则 R 上 的 多 项 式 代 数 亦 然 . 

和 证. 由 归纳 法 只 需 证 明 RIz] 是 正则 的 . 设 PEe Spec(R),p = 
PNR, 则 R, 是 正则 的 ， 故 不 妨 设 R= Ry. 记 d = dim(R). 或 者 

P=pRizj, 此 时 ht(P)=d 且 PP 由 p 的 d 个 生成 元 生成 ,或 者 PP 
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对 应 于 RR/plz] 中 的 一 个 非 零 主 理想 ， 此 时 ht(P)=d+1 且 PP 由 
d 十 1 个 元 生成 .， 故 RIz]p 是 正则 的 .证 毕 . 

定理 2.2 设 民 为 诺 特 局 部 环 ，P CR 为 极 大 理想 ，R/P =. 
设 4 DR 为 诺 特 RR 代数. . 

i) 铬 RR 是 正则 环 且 4 作为 R- 模 是 有 限 生 成 的 ， 则 4 在 RR 上 
平坦 当 且 仅 当 4 是 C.M. 且 4 的 极 大 理想 的 高 度 都 等 于 dim(R). 

ii) 若 4 是 正则 局 部 环 且 斑 一 4 是 平坦 局 部 同 态 ， 则 R 是 正 
则 的 . 

ii 若 4 是 局 部 环 ，R 一 4 是 局 部 同 态 ，R 与 4/P4 是 正 
则 的 且 dim(4) = dim(R) 十 dim(4/PA4), 则 4 是 正则 的 且 在 RR 上 
平坦 . 

证 .i) 必要 性 : 设 @ C 4 为 极 大 理想 ， 则 由 定理 了 .2.1.ii) 有 
QNnR=P, 由 推论 X.3.1.ii) 有 dim(4o) < dim(4) = dim(R), 由 推 
论 XV.1.3 有 depth(4o) > depth(R) 且 4o 为 C.M., 故 dim(4o) = 
dim(R). 

充分 性 : 由 定理 I.2.1.ii), 4 中 包含 P4 的 素 理想 都 是 极 大 的 ， 
故 由 所 设 d = ht(P4) = dim(R). 设 a1,… ,aa 为 的 一 组 生成 
元 ， 则 由 命题 XIV.2.2.iii), 对 任意 极 大 理想 @ C Ah, al,…,aa 为 
4e@- 正 则 列 ， 从 而 为 4- 正 则 列 ( 因 4 是 所 有 hw 的 直 和 的 子 模 ), 这 
说 明 4 作为 RR- 模 具有 深度 d. 由 定理 2.1 4 作为 R- 模 具有 有 限 投 
射 维 数 ， 故 由 引 理 2.2 有 proj.dim(4) = 0, 即 4 是 投射 R- 模 . 

ii) 由 例 XE.5.1 得 TorR(k,k) @R4S 关 Tor4a(GR A,k ®@r 4)， 
而 由 定理 21 当 n > dim4 时 TorA4(k ®R 4,k BR 4) = 0, 由 推论 
VIV.2.1 和 在 RR 上 忠实 平坦 ， 故 Torf(k,k) = 0. 由 引 理 2.4 和 定理 
2.1 得 RER 是 正则 的 . 

ii 令 @ 为 4 的 极 大 理想 ，r = dim(R), s = dim(A/PA4). 
取 PP 的 一 组 生成 元 ol ,ar 及 氏 1,… ,b。E€ Q@ 生成 Q/PA, 则 
al ar ,b。 生成 @, 故 4 为 正则 的 . 

设 KK. 为 a1,… ,ar 的 科斯 居 尔 复 形 ， 则 由 注 2.1 可 知 天 .CRA4 
为 4/P4 在 4 上 的 一 个 自由 预 解 , 故 Torf(k, 4) 法 Hi(K.@rA)= 
0. 由 命题 XE.5.1.iii) 得 4 是 R- 平 坦 的 .证 毕 . 
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推论 2.3 设 了 :RR 一 4 为 诺 特 环 的 忠实 平坦 同 态 ， 

i) 若 A 满足 (Rn) 或 (S;), 则 R 亦 然 . 

ii) 加 民 及 所 有 纤维 A @R k(p) (p € Spec(R)) 满足 (Roy) 或 
(Sn), 则 4 亦 然 . 

iii) 特别 地 ， 若 4 为 既 约 的 ， 正 规 的 ， C.M. 或 正则 的 ， 则 到 
亦 然 ， 若 及 及 所 有 纤维 4@RKA(p) (p € Spec(R)) 为 既 约 的 ， 正 规 
的 ， C.M. 或 正则 的 ， 则 4 亦 然 . 

证 . iii) 是 1) 和 i) 的 直接 推论 . i) 和 ij) 中 关于 (Rn) 的 
断言 分 别 为 定理 2.2.i), iii) 及 引 理 X.3.1 的 直接 推论 。 让) 中 关于 
(Sn) 的 断言 由 推论 XIV.1.3 和 引 理 X.3.1 立 得 ; 而 i 中 关于 (5S,) 
的 断言 也 可 由 推论 XIY.1.3 得 出 ， 只 要 对 给 定 的 p € Spec(R) 取 
Pe Spec(4) 使 得 f7'(P)= 二 p 且 P 是 包含 p4 的 一 个 极 小 素 理 
想 ， 并 将 推论 XIV.1.3 应 用 于 Ry 一 hp 即 可 (注意 由 引 理 X.3.1 有 
dim(R,) = dim(Ap)). 证 毕 . 

定理 2.3 (Auslander-Buchsbaum) 任 一 正则 局 部 环 是 UFD. 

证 . 我 们 对 dim(R) 用 归纳 法 ，dim(R) = 1 的 情形 由 引 理 .3.1 
给 出 
设 dim(R) > 1, 记 PC RR 为 极 大 理想 .由 命题 2.1, 可 取 a 六 
0 Ee 忆 使 得 R/(a) 是 正则 的 . 因 (a) 是 素 理想 , 只 需 证 明 Ro。 是 UFD 
即 可 . 注意 dim(Ro) = dim(R) 一 1, 故 由 归纳 法 假设 ， 对 R。 的 任 
一 极 大 理想 @, (Ro)o = Rano 是 UFD. 不 难 验证 一 个 诺 特 整 环 是 
UFD 当 且 仅 当 其 所 有 高 度 为 1 的 素 理想 都 是 主 理想 (习题 X.10). 
设 g€ Spec(Ra), ht(g) = 1, 则 gq(R。)e 是 主 理想 ,从 而 作为 (Ro)e- 模 
是 自由 的 , 故 由 推论 VI.1.2 可 知 g 作为 R。- 模 是 投射 的 . 令 p = gnR， 
则 有 9 = pR。. 由 定理 2.1 可 知 p 有 自由 预 解 下 使 得 所 41 = 二 0. 这 
样 g 就 有 自由 预 解 (F)。, 故 gq@@F@:… 守 全 @@… 守 Re"， 
两 边 取 人 得 g 实 Rs, 即 g 为 主 理想 . 证 毕 . 
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1. 设 天 为 域 . 

i) 证 明 Klz, 让 /一 2 一 z3) 不 是 正规 的 . 

ii) 设 ch(k) 关 2 而 f Ek[z1,… ,zn] 是 平方 自由 的 ( 即 没 有 非 
平凡 平方 因子 ). 证 明 上 [x1,… ,zn, 引 /(y? 一 了) 是 正规 的 . (提示 : 
参看 例 了 .2.3. ) : 

2. 举 一 个 非 正则 的 C.M. 正规 局 部 环 的 例子 . 

3. 设 RR 为 在 (0,… ,0) EC” 附近 解析 的 函数 全 体 . 证 明 民 为 
正则 局 部 环 (参看 习题 亚 .7). 

4. 利用 命题 2.2 证 明 : 车 RR 是 正规 诺 特 环 ， 则 R[xz] 亦 然 (这 
是 命题 .2.2 的 一 个 特殊 情形 ). 

5. 设 C., DD. 为 两 个 长 度 为 n 的 平坦 R- 模 正 合 列 (Co = Do = 
Cn 二 Dn = 0). 证 明 C. 和 D. 在 RR 上 的 张 量 积 是 正 合 的 . 

6*. 设 K, 为 a1,… ,an&€ R 的 科斯 居 尔 复 形 . 

i) 写 出 K. 中 诸 同 态 的 公式 . 

i) 证明 HomR(K., R) 也 是 一 个 科斯 居 尔 复 形 . 

7*. 利用 推论 XI.4.1 验证 注 2.1 的 断言 . 

8. 举例 说 明定 理 2.2.i) 中 的 条 件 “4 的 极 大 理想 的 高 度 都 等 于 
dim(R)” 是 不 可 少 的 ， 换 言 之 ， 有 可 能 A4 是 C.M. 但 4 在 RR 上 不 
平坦 . 
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XVI. 微分 与 光滑 性 


1. 微 分 
微分 在 代数 中 起 着 不 可 赫 代 的 作用 ， 但 定义 
df _ fz+Am 一 la] 


Mp 
rp 


dr Ar0 Arz 


不 是 代数 的 ， 不 能 推广 到 基 域 下 的 特征 P > 0 的 情形 ,上 世纪 末 德 
国学 派 采 用 如 下 定义 : 若 fe k[z], 将 f(z +Az) 展开 成 Az 的 多 
项 式 ， 其 一 次 项 系数 定义 为 f(x)， 将 这 个 定义 推广 就 得 到 下 述 现 
代 定 义 ， 

设 4 为 天 代数 . 令 N= 14jR :A@BRA 一 4 为 由 jl(a@rb)=ab 
定义 的 同 态 (对 应 于 对 角 态 射 A : S$pec(4) 一 Spec(4) xspec(R) 
Spec(4), 参看 VE.2 和 推论 X.4.3.ii) 的 证 明 ), 且 令 7 = ker(y)， 
Qa/R = 了/ 忆 2. 若 actd 则 1Q@pa-ae@RpleT 其 在 7/ 产 中 
的 象 记 为 da. 易 见 这 给 出 一 个 严 同 态 d= d4jR : 4 一 人 24 Rr; 满足 
d(ab) = adb+ bda. 称 QR 为 A 在 RR 上 的 相对 微分 模 , d 为 微分 
映射 

设 M 为 4- 模 . 一 个 4 到 M 的 RR 于 数 是 一 个 RR- 线 性 映射 
D : 4 一 Mf 使 得 D(ab) = aDbg+pbpDa 且 对 任意 reE 玉 有 Dr=(0. 
上 述 d: 4 一 4 就 是 一 个 ER- 导数. 记 Dera(4,M) 为 4 到 MM 
的 R- 导 数 全 体 的 集合 , 它 显 然 具 有 4- 模 结构 . 若 D € DerR(4,M) 
而 f :MM 一 NN 为 4- 模 同 态 ， 则 显然 有 foD € Dera(A,NN). 

引 理 1.1 存在 典范 4- 模 同 构 Homa(03 jn,M) Derg(4, M)， 
将 任意 jE Homa(Wa r,s M) 映 到 go d. 

证 , 令 B= A@ M, 不 难 验证 B 具有 一 个 民 代 数 结构 ,其 乘法 
由 (a,m)(a’,m’) = (aa ar +am) (aa € 4,m,m’ € M) 给 出 ， 
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且 J=0@M 为 B 的 理想 ，J?=0,B/J 宇 4. 记 7p:B 一 4 为 投 
射 . 对 任 一 DE DerR(A, M), 令 fp(a) = (a, Da) € B (a e A), 则 有 
fp(aa’) = (aa',aDa’ +a Da)= fp(la)fp(a), 故 fp:A4 一 BB 为 R- 
代数 同 态 , 且 po fp = ida. 由 两 个 R- 同 态 fo, fp :4 一 B 给 出 一 个 
RR- 同 坊 Bp :A8@rkRA 一 B, 且 pog$p= 二 jp, 贡 Bp(1) CJ. 于 是 DD 诱 
导 一 个 4- 模 同 态 gp :Dap= T/T 忆 了 全 MM, 且 对 任意 aE 4 有 
pplda) = Bp(lBra~-a®rl)= fp(a)— fo(a) = Da,BRED = bpod. 
注意 Q4r 由 所 有 da (as 4) 生成 ， 故 若 BE Homa( 人 24 yr 人 以 ) 满 
足 9od=D, 则 9 = Vp. 这 就 给 出 一 一 对 应 D 9p. 证 毕 . 

注 1.1 引 理 1.1 说 明 dajR 在 所 有 4 的 R- 导 数 中 具有 泛 性 . 
注意 04jr 衬 18a@r4 4, 其 中 4 通过 4 看 作 一 个 (4@R 4)- 代 数 . 
上 述 定义 微分 和 导数 的 方法 是 组 合式 的 , 且 有 将 导数 转换 为 环 乘法 
的 技巧 . 用 这 样 的 方法 还 可 以 定义 微分 算 子 、 外 微分 、 曲 率 等 ( 参 
看 [2) 及 [11]). 

例 1.1 i) 设 4 = R[z1,… ,zn], 则 不 难 算出 R48 衬 4®", 由 
dz ,dr 生成 . 

ii) 设 4 = Riz,yj/(f), 则 Qa/R 兰 4dz @B Ady/Adf, 其 中 df = 
基 dr 十 荔 中 ( 见 下 面 的 命题 1.1). 

iii) 设 Ck' 侄 上 [z]/(f) 为 域 的 有 限 扩 张 . 若 f 是 可 分 的 ， 则 
df 关 0, 从 而 由 说 有 Qj = 二 0; 若 f= 2? a (a€k,p 二 ch(k)), 则 
df 二 0, 故 QF Sk 

不 难 验证 若 4,B 为 R- 代 数 则 Daosp/jp 实 4jR 8BR B; 车 
S C 4 为 乘 子 集 则 Qs-: apRs 关 3S- Da/R (习题 1). 

命题 1.1 设 f 了 :4 一 B 为 R- 代 数 同 态 ， 则 

i) 存在 典范 B- 模 正 合 列 QuRB@a 瑟 号 0 一 OA 一 0, 其 
中 9 由 ff 诱导 . 

i) 若 f 是 满 射 ， 了 = ker(f), 则 有 典范 B- 模 正 合 列 1/1? 今 
Qir BA B SS NBR = 0, 其 中 6(a) = da @R1s (a € 1). 此 
外 ，5 具有 分 拆 当 且 仅 当 存在 R- 代 数 同 态 B 一 4/1* 使 得 合成 
B -A/I? -》B 等 于 idps. 
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证 . i) 令 了 = ker(Ua/R) J = ker(LB/R)， J' = ker(JB/A)- 由 推 
论 推论 X.4.3.ii) 的 证 明 我 们 知道 : 


B%AaABE(BoOrRB BAAa ABSRB/I:BGRB 


故 J' 衬 J/I. BR B. 于 是 
QBba= T/T? EN +I.B®RB) 
兰 coker(1/7D? ®a B= J/7’) 
= coker(Q4/R ®AB— Np/r) 


ii) 由 引 理 1.3.1, 只 需 证 明 对 任意 B- 模 M， 
0 一 Homp(NBp/r, M) 一 Homp(Na Rr ®A B,M) 


| (1) 
一 Homps(I/I’,M) 


正 合 . 由 引 理 1.1 有 Homp(NB,/r, M) 兰 Derp(B,M), 
Homp(Qar @A4 B,M) 衬 Homa(Qa jr M) 兰 Dera(4, M), 而 
Homs(1/I?, M) 人 空 Homa(1,M). 故 (1) 正 合 的 意义 是 对 任意 DD € 
Dera(4, M), 若 D(T) =0, 则 DD 诱导 唯一 的 导数 D' € Dersp(B,M)， 
而 这 是 显然 的 . 这 就 证 明了 第 一 个 断言 . 

对 第 二 个 断言 ,注意 ayR@A4 瑟 兰 (ARG@44/ 太 )@4/ 疡 召 关 
QUavrayR @arn B, 不 妨 设 二 0. 车 e: QA/R 24 了 一 了 是 0 的 
一 个 分 折 ， 令 DD=eo (ido:，。 ®A 万 o dA/R E DerR(4,T), 则 易 见 
g=id4-DD 是 4 的 R 自 同 态 且 f(1) = 0, 这 给 出 4 一 B 的 一 个 
分 拆 . 注意 上 述 推 理 步 步 可 逆 . 证 毕 . 

例 1.2 设 有 是 域 ，R 是 有 限 生 成 的 上 -代数 ，PP CR 为 极 
大 理想 ， 若 为 代数 闭 ， 则 R/P = 上, 故 由 命题 1.1.i) 有 已 /已 "人 
Qs @R (R/P) (注意 QR PY/k 二 0). 因而 


dimp (NR/s BR (R/P)) > dim(Rp) (2) 


且 等 号 成 立 当 且 仅 当 Rp 是 正则 的 ， 由 推论 亚 2.1 可 见 Qj BR 
Rp 兰 9 4 的 任 一 组 生成 元 的 个 数 不 少 于 7 = dim(Rp).( 故 存在 
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a e RR 一 局 使 得 存在 R- 模 满 同 态 Re”-» Qh js. ) 事实 上 ， (2) 对 
任意 域 都 成 立 ， 因 为 车 令 玉 为 上 的 代数 闭 包 ，R = R@kk, 则 
由 任 一 R- 模 满 同 态 RE”-» 9 六 可 得 疡 模 满 同 态 RE” 一 Qh ji 
从 而 > > dim(Rp) = dim(Rp). 

由 此 可 见 ， 若 R 是 整 环 而 K = qf.(R), 则 有 dimx Qk > 
dim(R) = tr.deg(K/k). 

车 R/P 是 尺 的 可 分 扩张 则 R/P Br 尺 衬 有 kx:… xk， 故 
Qilaype = 0 从 而 QtRypyys = 0, 因 而 此 时 仍 有 P/P? 兰 QkBn 
(R/P). 但 若 R/P 是 上 的 不 可 分 扩张 则 由 例 1.1 可 见 Qfpyp)jp A 
0, 此 时 6 : P/P?* 一 Qk @R (R/P) 没有 分 拆 ， 即使 Rp 是 正则 的 
(例如 六 为 天 的 不 可 分 扩 域 ) (2) 中 等 号 也 不 一 定 成 立 . 我 们 在 下 一 
节 将 给 出 在 这 种 情形 (2) 中 等 号 成 立 的 条 件 . 


2. 光滑 同 态 


设 1:B 一 Bo 为 R- 代 数 满 同 态 ， 若 ker(f) 是 客 零 理想 ， 则 称 
B 为 Bo 的 一 个 无 穷 小 扩张 ， 

定义 2.1 设 RR 为 诺 特 环 ， 4 为 有 限 生成 的 R- 代 数 的 局 部 
化 ， 车 对 任意 RR- 代 数 无 穷 小 扩张 B 一 Bo， 日 omn 代 数 ( 全 ， B) 一 
Homn_ 作 数 (4, Bo) 是 满 射 ( 单 射 ， 一 一 映射 ) 则 称 4 在 RR 上 (或 同 
态 R 一 4) 是 光滑 的 (无 分 岐 的， 平展 的 ). 

易 见 上 述 各 性 质 在 基 变 换 (即将 R 换 为 一 个 ER- 代数 R' 而 将 
4 换 为 4@r R') 及 局 部 化 下 都 保持 ， 且 有 传递 性 . 

例 2.1 i RIz1,:… ;zn| 在 RR 上 光滑 . 

i) 对 任 一 理想 TC R, R/T 在 RR 上 是 无 分 歧 的 . 

iii) 若 oE 玉 不 是 寡 零 的 ， 则 Ro 在 RR 上 是 平展 的 . 

命题 2.1 ( 雅 可 比 判 据 ) 设 玉 一 4 为 光滑 同 态 ，7TC 4 为 理 
想 ， 则 4/I 在 RR 上 光滑 当 上 且 仅 当 6:71/T? 一 04jR 人 84 4/1 具有 分 


证 .必要 性 ， 注意 4/1? 是 A/I 的 一 个 无 穷 小 扩张 ， 故 idayr 
可 以 提升 为 一 个 RR- 代 数 同 态 及 : 4/7 一 4/1?, 从 而 由 命题 1.1.ii) 5 
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具有 分 拆 . 

充分 性 : 设 B 为 R- 代 数 ，J0o CB 为 军 零 理想 ， fo : A/T 一 
Bf .oo 为 R- 代 数 同 态 , 我 们 需要 证 明 fo 可 以 提升 为 一 个 R- 代 数 同 太 
f :4/1 一 B. 由 归纳 法 不 妨 设 J 二 0. 记 po :4 一 A/ 为 投射 . 因 
为 4 在 斑 上 光滑 ,可 将 foocpo 提升 为 一 个 RR- 代数 同 态 g: A 一 B. 
易 见 g(1) C Jo 故 9 诱导 (4/7 了 )- 模 同 态 $ : 7/ 天 一 Jo， 由 于 
1/T* 是 QjR@a4/I 的 直 加 项 ，6 诱导 满 同 态 Homa(Qap; 10) 人 
Homayi( 人 aR 4 A/1,Jo) -> Homayr(1/T?,J), 故 可 将 $ 提升 为 
:OR Jo. 令 hh=g 一 内 0d4yR; 则 hh 为 R- 代 数 同 态 ， 且 对 任 
蕊 aE 有 h(a) = g(a) 一 (da) = g(a) 一 9(a) =0, 歼 诱导 R- 代 
数 同 态 f : 4/I 一 B, 显然 f 是 fo 的 提升 ,证 毕 . 

设 f : RR 一 4 为 诺 特 环 同 态 . 我 们 说 (或 4 在 RR 上 ) 具有 
几何 正则 纤维 是 指 对 任意 p € Spec(R), A @R Fn(D) 是 正则 的 (k(D) 
为 (Pp) = Rp/pPRp 的 代数 闭 包 ). 我 们 说 f (或 4 在 R 上 ) 具有 局 
部 常 值 纤维 维 数 是 指 对 任意 PE Spec(4), 存在 PP 的 开 邻 域 U Ce 
Spec(4) 及 整数 d 使 得 对 任意 @ EU, 令 p= f-1(P),g= f-1(Q). 
则 Qsp/pAp 含 于 Spec(A @R xn(p)) 的 一 个 d 维 分 支 中 . ， 

定理 2.1 设 民 为 诺 特 环 而 4 为 有 限 生成 的 R- 代 数 ， 则 下 列 
条 件 等 价 : 

i) 4 在 玉 上 光滑 ; 

ii) A 在 RR 上 平坦 且 具 有 局 部 常 值 纤维 维 数 ， Q4 yr 为 局 部 自 
由 且 其 秩 等 于 局 部 纤维 维 数 ; 

ji) RR 一 4 平坦 且 具 有 几何 正则 纤维 . 

证 . 1) 礼让 j): 取 一 个 满 同 态 f : B = Rizxi,…， zh 一 4, 令 了 = 
ker(), 则 由 例 2.15) 和 命题 1, 人 是 DRGBAS Men 的 一 个 
直 加 项 ， 故 为 投射 的 ( 即 局 部 自由 的 ). 设 pe Spec(R), P e Spec(4) 
由 于 p 上 二 且 对 应 于 4 CR Al(p) 的 一 个 极 大 理想 ， > 为 QR 人 
Da/R Sa 4P 的 秩 . 令 @ = 太 (P) 3 则 anennlpyyntn) 人 
(Ap/pAPp)””. 由 中 山 正 引 理 7Bo 由 nr 个 元 生成 , 故 由 推论 X.2.1 
和 命题 XIV.2.2i) 有 d= dim(Ap/pAp) > dim(Bo/pBo)- (nr) -= 
7. 为 一 方面 由 例 1.2 有 dd<r, 故 7=d 从 而 ht (T(Bo/pBo)) = 
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n 一 d. 设 a ,an ud 为 7Bo 的 一 组 生成 元 ,由 于 Bo = 三 已 @R 
k(p) 兰 K(pjizi ,zl 是 正则 的 ， 由 命题 XN .2.2.iii) ol ,an 一 
是 (Bo/pBo)- 正 则 列 ， 帮 由 推论 XI.5.2 4p = Be/1Be 是 民 平 坦 
的 . 

订 一 ii 设 p € Spec(R), 令 有 = rp 4 = 4 BREk， 设 
P' C 4' 为 极 大 理想 ，P 为 P' 在 4 中 的 原 象 ，d = dim(Ap), 则 
QF jk Qap /rR BRK S APBP", 从 而 Qj 全 AB4, 故 由 例 1.2 可 
知 4P, 是 正则 的 . 

iii)=>i): 仍 用 命题 2.1. 取 满 同 态 f : B = RIzi,:… ,zn] -4 
令 了 = ker( 了 ), 我 们 需要 证 明 6 :1/1? 一 pyr 8B 4 具有 分 拆 ， 由 
推论 VI.1.2 不 妨 设 R 是 局 部 环 ，p C R 为 极 大 理想 ， 且 只 需 证 明 
对 任意 卧 于 p 上 的 极 大 理想 Q@ C 4, ap@a44/Q 由 d 个 元 生成 而 
1T/P@a4/Q 由 nd 个 元 生成 , 其 中 d= dim(4o@/p4e@) (这 样 由 中 
山 正 引 理 有 满 同 态 1 : 48 一 04 gp 及 g:48” “一 1/T? 84 AQ， 
通过 提升 f 可 得 满 同 态 46” -» QBp/R8B Ae 涯 49", 它 必 为 同 构 ， 
从 而 f 和 g 都 是 同 构 ， 即 Q4 yr 和 1/7? 都 是 局 部 自由 的 且 其 秩 之 
和 等 于 n, 故 Q4 /Rk@1/T? 宇 QpjR 8B 4, 换言之 6 有 分 拆 )， 

“” 因 4 是 R- 平 坦 的 ， 我们 有 正 合 列 0 一 TQ@RR/p 一 B/pB 一 
4/p4 一 0 (见习 题 VELL7i)). 记 上 = k(p), 则 由 所 设 4 = 4A@Rk 是 
正则 的 ， 且 dim((Aj)o)=d. 记 Bi = Beak,1I,=1I@REC DB. 
设 go € Spec(Axk) 四 于 Q@ 上 ，9g 为 go 在 Bi 中 的 原 象 ， 则 有 正 合 
列 

OI/IiNg > qq/ 3 gq0/90 一 0 


由 例 1.2 有 je" 尘 go/g$ 兰 QARG@44k/gqo, 而 Ak/gqo 实 上 是 A/Q@ 
的 扩 域 ， 故 Qn@4 4/Q@ 是 d 维 (4/@)- 线 性 空间 , 由 9/g 宕 k%" 
得 I/Ik ng? 衬 R97?-4, 取 a ,an de 生成 到 /天 mc 则 由 
命题 XV.2.1.ii) 可 知 J= (a1,… ,an-d)(Bk)s 为 素 理想 且 (Bx)a/J 
为 4 维 整 环 , 故 J= TB 从 而 a1,… ,an-d 生成 18B 4/Q. 证 
毕 . 

注 2.1 由 证 明 可 以 看 出 , 若 4 为 RR 上 的 有 限 生 成 代数 的 局 
部 化 ， 则 定理 2.1 仍 成 立 . 
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注 2.2 设 4 为 R- 代 数 ，f:B 一 Bo 为 RE- 代数 无 穷 小 扩张 ， 
ker(f)= J, 7]? 二 0, go : 4 一 Bo 为 RR- 代 数 同 态 , g,g :4A 一己 为 go 
的 提升 , 则 g 和 9 给 出 一 个 ERE- 代 数 同 态 4@R4 一 B, 从 而 诱导 一 个 
4- 模 同 态 Q4 jg 一 J (注意 作为 左 4- 模 A@BR A/T? 守 A904yr, 其 
中 了 = ker(j4/R)); 反之 , 给 定 一 个 g, 则 任 一 4- 模 同 态 Da/R 一 7 
给 出 五 -代数 同 态 A @R 4 一 A 日 4jR 一 卫 , 从 而 诱导 go 的 另 
一 个 提升 9 : 4 一 B (参看 引 理 1.1 和 命题 2.1 的 证 明 中 类 似 的 
讨论 )， 这 说 明 若 go 有 到 B 的 提升 ， 则 所 有 go 到 B 的 提升 与 
8oma(Qavp,J) 兰 DerR(4,J) 一 一 对 应 .特别 地 ， 由 此 可 见 一 个 
有 限 生 成 的 R- 代 数 4 在 RR 上 为 平展 的 当 且 仪 当 4 为 RR 平坦 且 
94g 三 0, 或 一 4 为 光滑 且 相 对 维 数 ( 即 纤维 维 数 ) 处 处 为 0. 

注 2.3 由 推论 X.4.2 可 见 在 定理 2.1 中 ， 若 RR 为 一 个 域 上 的 
有 限 生成 代数 ， 则 请) 中 的 条 件 “ 具 有 局 部 常 值 纤 维 维 数 ” 可 以 去 
掉 . 

推论 2.1 设 K Dk 为 域 的 代数 扩张 ， 则 下 列 条 件 等 价 ， 

i) K Dk 是 可 分 扩张 ; 

ii) Qj = 0; 

ii) KK 在 上 上 为 平展 的 ; 

iv) 无 @kk 是 既 约 的 ， 其 中 天 为 开 的 代数 闭 包 . 

证 ， 先 假定 KK Sk 是 有 限 扩张 . j 之 井 由 例 1:1.i); 这 之 这) 
由 注 2.2; 这) 全 iv) 由 定理 2.1. 证 );) iv)3i): 车 KK 大 不 可 分 ， 则 
ch(k)= 一 p>0 且 存在 a€E KK 一 上 使 得 b= a? ek, 从 而 KK Bxk 污 
K @k klal 法 KIzj/((z - a)?) 不 是 既 约 的 . 

对 一 般 情形 ， 注 意 K > 可 分 当 且 仅 当 在 K 中 的 每 个 有 
限 扩张 KDk 可 分 fg 二 0 当 且 仅 当 在 KK 中 的 每 个 有 限 扩 
张 K' 满足 Qk ji = 0; 而 K 8k 卡 是 既 约 的 当 且 仅 当 对 上 在 KK 中 
的 每 个 有 限 扩 张 K', K'@k 上 是 既 约 的 ， 从 而 i) 舍命 iv). 由 注 2.2 
有 二 ) 坊 记 , 故我 们 只 需 证 明 : 车 在 KK 中 的 每 个 有 限 扩张 K' 在 
上 平展 ， 则 天 在 天 上 平展 . 设 B 一 Bo 为 -代数 无 穷 小 扩张 ， 则 
由 平展 性 的 定义 每 个 代数 同 态 K' 一 Bo 有 唯一 的 提升 K' 一 B， 
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故 任 一 上 -代数 同 态 KK 一 Bo 有 唯一 的 提升 KK 一 B, 这 说 明天 在 
上 平展 . 证 毕 . 

一 个 有 限 生 成 的 域 扩张 称 作 可 分 生成 的 , 如 果 它 是 一 个 纯 超 越 
扩张 和 一 个 有 限 扩 张 的 合成 ,者 是 完全 域 , 则 由 注 IV.1.1 可 知 任 
意 有 限 生 成 的 域 扩张 久 Dk 是 可 分 生成 的 (因为 上 没有 非 平凡 的 
纯 不 可 分 扩张 ). 

推论 2.2 设 天 2 有 8 为 有 限 生成 的 域 扩张 ， 则 下 列 条 件 等 价 ， 

i) KK 在 k 上 是 可 分 生成 的 ; 

ii) KK 在 上 上 光滑 ; 

ii) K @kK 是 既 约 的 ， 其 中 到 为 天 的 代数 闭 包 ; 

iv) dimk Qj jp = tr.deg(K/k). 

证 . Di: 取 上 的 纯 超越 扩 域 二 k(z1.… ,za) CK 使 得 到 
是 上 的 有 限 可 分 扩张 则 由 例 2.1 间 世 在 上 上 光滑 ， 由 推论 2.1 K 
在 L 上 光滑 ， 故 K 在 kk 上 光滑 . 

让) 入 过): 由 所 设 得 K @k 开 在 天 上 光滑 ， 注意 及 Bi 上 是 阿 
廷 环 ， 有 KK Bk 让 衬 RI Xx-… Xx RR,, 其 中 Ri1,… ,RR 为 0 维 局 部 
天 -代数 且 在 上 上 光滑 ， 我 们 来 证 明 每 个 R; 是 域 . 设 已 C Ri 为 
极 大 理想 ， 则 K' = Ri/P 在 有 上 是 可 分 生成 的 (因为 是 完全 
域 ) 故 由 iD 全 i 刘 得 K' 在 kk 上 光滑 ， 从 而 投射 R; 一 K' 具有 分 
拆 K' 一 Ri 于 是 Ri 为 有 限 长 度 的 局 部 K -代数 ， 故 可 设 Ri = 
天 "zl ,zr]/I, 且 (rz ,Xr)* CTI. 因 RR 在 天 上 光滑 ， 投射 
天 [zzr/z yzr)+ 歼 R; 具有 分 折 ， 这 仅 当 了 =0 时 才 
有 可 能 . 

ii)=>iv): 由 所 设 有 K Bik 宏 Kj x x KK, 其 中 Ki,:…,K。 
为 天 的 有 限 生 成 的 扩 域 ， 故 在 及 上 为 可 分 生成 的 ， 由 例 1.1.i), 这 
得 Qk 兰 K®d, 其 中 d = tr.deg(K/k), 故 Ok/n 在 太 上 的 秩 为 d. 

iv) 坟 i: 取 zi ,Xd € K 使 得 dr1i,'… ,dza 生成 9KA (其 
中 d= tr.deg(K/k)), 令 工 =k(z1,.… ,za). 由 命题 1.1.i) 有 正 合 列 
Qi BLK Ql 二 QL 二 0, 故 Ql = 0, 从 而 由 例 1.2 有 
tr.deg(K/L) = 0. 因此 tr.deg(L/k)=qd, 妈 xi,-… ,za 在 大 上代 数 
无 关 ， 从 而 [KK :< cc, 故 由 推论 11 天 在 二 上 可 分 .证 毕 . 
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推论 2.3 设 RR 为 域 上 的 有 限 生成 代数 ， 上 kK 为 的 代数 闭 
包 ， 车 R@k 是 整 的 ,正规 的 ，C:M. 或 正则 的 ， 则 对 任意 域 扩张 
k' Dk, R@kk' 是 整 的 ， 正 规 的 ，C.M. 或 正则 的 . 

证 . 若 R@kR 是 整 的 , 则 由 引 理 VL.2.1, R@xk’ 宕 (R@kR)@ER 
是 整 的 . 对 其 余 断 言 , 只 需 证 明 若 R@nk 满足 (Rw) 或 (Sn), 则 R@kK 
亦 然 ， 由 推论 XV.2.3. 不 妨 设 上 = 及 Ck， 由 于 RB@ik' 是 诺 特 
环 ， 不 难 将 问题 约 化 到 k' 在 上 是 有 限 生成 的 情形 ， 由 推论 2.2 
有 Qk 衬 k@%, 其 中 d = tr.deg(k'/k), 故 可 取 有 限 生 成 的 -代数 
R' Ck' 使 得 k= qf.(R') 且 Qs 衬 Re4, 从 而 RR 在 k 上 光滑 
由 推论 XV .2.3.ii) 不 难 验 证 若 有 R 满 足 (Rr) 或 (Sn), 则 A4A= Re8kR 
亦 然 ， 从 而 4 的 局 部 化 RB@kk' 亦 然 . 证 毕 . 

定理 2.2 设 f :4 一 B 为 光滑 六 代数 的 R- 同 态 其 中 BB 为 
有 限 生成 4- 代 数 的 局 部 化 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

i) f 是 光滑 的 ; 

ii) 典范 同 态 04jR B84 B 一 Wp/R 具有 分 拆 ; 

iii) 对 任意 pe Spec(R), B@Rk x(p) 在 A BR kr(p) 上 光滑 . 

证 . i)) 沪 让 设 QE Spec(B) 臣 于 peSpec(R) 上 , P= f-'(Q). 
记 7 了 = dim(Bo/pBo), s = dim(Ap/pAp), t = dim(Bo/PBo). 由 
定理 2.1 (及 注 2.1) f 是 平坦 的 ， 故 由 引 理 X.3.1.ii) 有 > = s 十 上 由 
定理 2.1.i) 得 RPRS 关 Bo Qh, /Rr 衬 AP', Np 衬 BO'. 故 由 
命题 1.1.i) 有 QB /pg 汪 QR BR AD NEB/a- 

ii) 一 iii): 只 需 考虑 RR 是 一 个 域 的 情形 . 设 .Q € Spec(B), 了 = 
f-1(8). 记 7 = dim(Bo), s = dim(Ap), t = dim(Bo/PBo), 则 
由 引 理 X.3.1.i) 有 7 < s+t. 由 QBp 全 RRB84B®@QNg/aA 有 
Be/4 兰 Be， 从 而 QBo8@ar(P)/n(P) 兰 (Be/PBe)®"“， 由 例 
1.27 -352 从 而 >=s+t 故 由 定理 2.1.ii) f 是 光滑 的 . 

iii)=>): 显然 f 具有 几何 正则 纤维 ， 而 由 推论 XIL.5.1 ff 是 平 
坦 的 (参看 习题 XE9), 故 由 定理 2.1. 店 ) (及 注 2.1) f 是 光滑 的 . 证 
毕 . 
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3. 光滑 点 集 与 平坦 点 集 


对 一 个 有 限 生 成 的 RER- 代 数 4, 我 们 下 而 讨论 点 集 $1 = {P e 
spec(4)|4p 在 R 上 光滑 }. 

首先 注意 下 述 事 实 : 设 及 为 诺 特 环 ，MM 为 有 限 生 成 的 RR- 模 ， 
p e Spec(R) 使 得 M; 衬 Rer, 则 存在 we R 一 p 使 得 Ms 守 Rer 
这 是 因为 可 取 RR- 同 态 9 : Re 一 M 使 得 gp : RF3” 一 Mp 为 
同 构 ， 这 样 ker(g)。 = coker(g)。= 二 0, 由 于 ker(g) 和 coker(9) 为 
有 限 生成 的 ， 可 取 a € RR 一 p 使 得 ker(g)。 = coker(g)。== 0, 从 
而 ge : Re8r 一 Ma 为 同 构 . 若 g9 Ee U((a)) 则 有 Ms 宇 RY", 故 
F(M) = {pe€ Spec(R)|M, 宇 Re"}) 为 开 集 . 

命题 3.1 设 R 为 诺 特 环 ，f : R 一 4 为 有 限 型 同 态 ， 则 
Si 为 Spec(4) 的 开 集 ， 而 So = {pe Spec(R)|4y 在 R 上 光滑 } 为 
Spec(R) 的 开 集 . 

证 取 满 同 态 9 : 民 [zl ,Tn| 一 4, 令 了 =ker(9g). 设 Pe 
Spec(4), 则 由 命题 2.1，Ahp 在 如 上 光滑 当 且 仅 当 存在 > <n 使 
得 Qi, jr 宕 AP” 且 (T/T?)p SS AP” "™. 令 U, = F.(Q4R) MN 
Fr 则 由 上 所 述 U 是 开 集 ， 因 而 $1 = WU 为 开 集 . 


设 p€ Spec(R), 则 由 定理 2.1.ii) 可 见 p € So 当 且 仅 当 f-i(p) C 
S1, 故 50 = Spec(R) - f(Spec(4) -51). 由 定理 VL.3.1 So 是 可 建 
造 集 ， 而 So 显然 在 一 般 化 之 下 安定 ， 故 由 引 理 VE.3.1 So 是 开 集 . 
证 毕 . 

推论 3.1 设 RR 为 诺 特 环 ，f :RR 一 4 为 有 限 型 同 态 ，M 
为 有 限 生 成 的 4- 模 ， 则 Fx = {PE Spec(4A)|lMp 在 RR 上 平坦 } 为 
Spec(A) 的 开 集 . 

证 . 若 Mp 在 RR 上 平坦 (Pe Spec(4)), 则 :Bk Mbp 是 正 合 畏 
子 ， 从 而 对 任意 素 理 想 @@ C P, :8R Mp 84 ho = 二 .BR Mo 是 正 合 
范 子 ， 即 Mo 在 RR 上 平坦 ,这 说 明 Fx 在 一 般 化 之 下 安定 . 

设 U 为 Fx 所 包含 的 所 有 Spec(4) 的 开 集 的 并 ， 它 是 Fm 所 
包含 的 最 大 开 集 . 为 证 明 U = Fw 我 们 只 需 证 明 


(*) 对 任意 已 < Fw, 存在 V(P) 的 非 空 开 子 集 含 于 Fw 中 
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这 是 因为 ， 若 关 Fm, 则 因 Fm 在 一 般 化 之 下 安定 ， 闭 集 V = 
Spec(4) -U 有 一 个 一 般 点 PP 含 于 Fy 中 ， 故 由 (*) 有 V(P) 的 一 
个 非 空 开 子 集 U' C Fm, 注意 V(P) 是 V 的 一 个 不 可 约 分 支 ， 不 
妨 设 U' 与 Y 的 其 它 不 可 约 分 支 不 相交 ， 这 样 UUU’C Fx 为 开 
集 ， 与 U 的 极 大 性 矛盾 . | 

设 Pe Fx, 令 pp = 上 广 !(P)， 则 Torf(R/p, M)p 
Torf(R/p, Mp) = 0 (参看 习题 XL.8),， 故 存在 5 ec 4 一 忆 使 得 
Torf(R/p, Mp) = 0 (因为 Torf(R/p, M) 是 有 限 生成 的 4- 模 ). 故 由 
命题 XL.5.1.iii), 为 证 明 (*) 只 需 证 明 存 在 a € A 一 PP 使 得 M。 /pM 
在 RR/p 上 平坦 . 为 简便 起 见 不 妨 用 R/p 代替 R. 

令 KK = qf.(R), K 为 的 代数 闭 包 ， 4 = A @k 玉 ， 则 
M= MrRK 在 A 上 有 一 个 有 限 过 滤 


0=MocMc..c 用 ,= 用 (3) 


其 每 个 因子 Mi/ Mi-1 宕 A/Pi (P; € Spec(4)). 可 以 取 KK 的 一 个 有 
限 扩 张 K' C KK 使 得 (3) 定义 在 K' 上 . 取 一 个 R- 代 数 RC K' 使 得 
qf.(R') = K’ 且 R' 为 有 限 生 成 的 R- 模 (参看 例 了 1.1. 者 )), 则 可 取 
cE 民 R 使 得 RR 为 自由 R- 模 且 (3) 定义 在 尺 上 , 即 在 A'= 4@RRR 
上 有 一 个 M' = M 8R Re 的 有 限 过 滤 


0=MCM/ CcC...CcCM=M’ (4) 


使 得 Mi = MI Q@RB 天上 且 MA | 宇 A'/P!, 其 中 P= PnA! 
(1 < i < n)， 由 推论 2.2.i) qf.(4A/P) 在 上 光滑 ， 故 由 定理 
2.1.iii) qf.(A'/P!) 在 K' 上 光滑 ， 从 而 由 命题 3.1 可 取 aie A 一 P! 
使 得 (4/Pi)a, 在 Rr 上 光滑 . 令 a = cal…an, 则 由 定理 2.1 可 
见 Mi 在 Ri 上 平坦 ， 从 而 在 RR 上 平坦 .由 于 RR 为 自由 Re。- 模 ， 
Ma = Mo @R. R. 等 于 有 限 多 个 M 的 拷 册 的 直 和 ， 故 Ms 在 RR 上 
平坦 ， 证 毕 . 


习题 


1. 设 4 为 R- 代 数 ， 证 明 : 

i) 车 B 为 R- 代 数 则 ae BB 宇 9r BRB. 

i) 车 SC 4 为 乘 子 集 则 Q3_ 4jR 衬 S70 Rr 

2. 设 RR 一 4 为 光滑 (或 无 分 歧 ， 平 展 ) 同 态 ， 证 明 : 

i) 车 R' 为 R- 代 数 而 4' = A Br R', 则 R' 一 4' 为 光滑 (或 无 
分 歧 ， 平 展 ) 同 态 ， 

ii) 车 S 为 4 的 乘 子 集 ， 则 RR 一 S-'4 为 光滑 (或 无 分 歧 ， 平 
展 ) 同 态 . 

iii) 若 环 同 态 4 一 B 也 是 光滑 (或 无 分 歧 , 平展 ) 的 , 则 RR 一 B 

3. 设 f :RR 一 4 为 环 同 态 ， 证 明 : 

i) f 为 无 分 歧 的 当 且 仅 当 Qjr = (0). 

i) 车 f 为 代数 闭 域 上 的 有 限 生 成 代数 的 同 态 ， 则 f 为 无 分 歧 
的 当 且 仅 当 对 任意 极 大 理想 PC 4, Php = f-i(P)Ap. 

4. 设 1 :RR 一 4 有 限 型 同 态 . 证 明 下 列 条 件 等 价 

i) f 为 平展 的 ; 

ji) f 为 平坦 无 分 歧 的 ， 

iii) f 为 光滑 的 且 纤 维 维 数 为 0. 

5. 举 一 个 非 平展 无 分 歧 单 射 的 例子 . (提示 ; 考虑 Z[V-3] C 
Z[ 寺 半 3], 并 利用 习题 4. ) 

6. 设 RR 一 A 为 无 分 歧 同 态 ，5S = Spec(R), X = Spec(4)， 
人 :一 Xxs 义 为 对 角 态 射 ( 即 由 jayR 诱导 的 态 射 ). 证 明 A(XX) 
为 和 xsX 的 既 开 又 闭 的 子 集 ( 故 X xs 关 为 两 个 闭 集 A(XX) 和 
Xxs 半 一 A(X) 的 并 ). (提示 利用 习题 3.i) 和 习题 VL.7.ii). ) 

7. 设 为 域 k 上 的 有 限 生 成 代数 设 k Ck 为 正规 域 扩 张 而 
R' = R8kk'. 设 PC R' 为 极 大 理想 而 p= PN R. 假设 RS 是 正 
则 的 ， 证 明 对 任意 四 于 p 上 的 8 € Spec(R'), Ro 是 正则 的 ， ( 提 
示 : 利用 习题 X.9 的 方法 ，) 


* 162 . 


-IR A tr 


8. 设 民 为 域 上 上 的 有 限 生 成 代数 . 

i) 对 任意 正 整 数 n, 令 Sn = {p € Spec(R)|Rb 满足 (5%)}. 证 明 
S。 为 非 空 开 子 集 . . 

i) 设 上 为 代数 闭 或 ch(k) = 0. 对 任意 正 整数 n, 令 Rn = {p € 
Spec(R)|R。 满足 (R%,)}. 证 明 RR， 为 开 子 集 . (提示: 利用 命题 3.1.) 

iii) 特别 地 ， 若 为 代数 闭 或 ch(k) = 0, 所 有 使 得 RR; 为 正则 
(或 正规 ， 约 化 ) 的 pe Spec(R) 组 成 的 集合 是 开 集 . 

9. 设 RR 为 诺 特 环 ，A4 为 有 限 生成 的 R- 代 数 而 M 为 有 限 生 成 
的 4- 模 . 证 明 集 合 {p € Spec(R)|Ay 在 R 上 平坦 } 为 Spec(R) 中 
的 开 集 . 

10*. 设 为 特征 0 的 域 . 证 明 : 

i) 若 RR 为 有 限 生 成 的 kk 代数 而 Qh js 在 RR 上 平坦 ， 则 在 
上 光滑 . 

ii) 若 R 是 诺 特 局 部 -代数 ， 其 剩余 类 域 为 k 的 代数 扩张 ， 且 
Qn 为 自由 R- 模 ， 则 R 是 正则 局 部 环 . 
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附录 A 带 算 子 的 群 


一 个 集合 一 在 一 个 群 G 上 的 一 个 作用 是 指 一 个 映射 也 xG 一 
G (通常 记 (c,g) € 5 x G 的 象 为 g”), 使 得 对 任 一 ce 2, gm 9g" 
为 同 态 ， 此 时 我 们 称 本 中 的 元 为 算 子 , 而 称 G (或 (G, 二 )) 为 带 有 新 
子 区 允 的 群 ， 或 简称 沁 - 群 . 通常 是 固定 一 个 算 子 区 而 考虑 所 有 
2- 群 , 此 时 从 二- 群 G 到 G' 的 一 个 沁 同 态 是 指 一 个 同 态 f:G 一 GG 
满足 f(g”) = f(g)”(YVo € 7,g € G). 当然 也 不 难 定义 二 - 子 群 、 
-正规 子 群 (一 个 5- 子 群 同时 又 是 正规 子 群 ) 、 开 - 商 群 、 二 - 同 构 、 
2- 自 同 构 、 二 - 直 和 、 沁 - 单 群 等 . 

例 1 i) 任 一 阿 贝 尔 群 G 可 以 看 作 一 个 歼 群 其 中 也 在 G 上 
的 作用 为 (mw 9) > 9 

ii) " 任 一 域 K 上 的 线性 空间 可 一 看 作 (加 法 ) K- 群 ， 此 时 KK- 同 
态 就 是 天 -线性 映射 . 更 一 般 的 例子 见 I.3. 

iii) 任 一 群 可 以 看 作 带 有 空 算 子 区 的 群 . 

例 2 设 K 是 域 , 则 一 个 K- 单 群 就 是 一 个 1 维 KK- 线 性 空间 .更 
一 般 地 ， 若 RR 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 则 一 个 ER- 单 群 就 是 一 个 R- 模 
M 衬 R/P, 其 中 PP 为 极 大 理想 (参看 焉 .2). 

群 论 中 的 同 构 定理 与 分 解 定 理 都 可 以 推广 到 二 - 群 ， 我 们 下 面 
只 叙述 这 些 结果 ,它们 的 证 明 都 可 以 照搬 群 论 中 原 定 理 的 证 明 . 园 
定 一 个 算 子 区 2, 为 简便 起 见 我 们 在 叙述 中 略 去 二 , 所 有 的 群 都 是 
指 二 - 群 ， 所 有 的 同 态 都 是 指 工 - 同 态 ， 等 等 . 

引 理 工 设 互 为 群 G 的 子 群 且 N 4G, 则 NNMH IH,N4INH 
HH/NNHSNAH/N. 

引 理 2 (Zassenhaus) 设 Ai,4, Bi,B2 为 群 G 的 子 群 ， 且 
Al 4 A». B! 4 Ba. 仿 D;; = 4nmn 了 Di 则 A1D2z1 < AiD2», 
BiD12 4 BiD22 H Ai1D»22/AiD»21 ES Bi Dyz2/B1D12. 
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pn wen ti ™w rm 1 


一 个 群 G 的 子 群 列 {ej = Bo <4 了 343.…4348H,=G 称 作 
一 个 正规 群 列 , 其 中 各 ;/ Hi-1 称 作 该 群 列 的 因子 (也 可 以 定义 无 
限 长 的 正规 群 列 ); 如 果 一 个 正规 群 列 中 所 有 的 群 都 在 另 一 个 群 列 
中 ， 则 称 后 一 个 群 列 为 前 一 个 群 列 的 加 密 ; 若 一 个 正规 群 列 没 有 非 
平凡 加 密 ， 则 称 其 为 合成 群 列 ; 若 两 个 正规 群 列 的 非 平 凡 因 子 之 间 
可 以 建立 一 个 一 一 对 应 关系 使 得 对 应 的 因子 相互 同 构 ， 则 称 这 两 个 
群 列 同 构 . 

引 理 3 (Schreier) 一 个 群 的 任 两 个 正规 群 列 有 相互 同 构 的 加 
密 . 

由 引 理 3 立 得 

.定理 (者 当 -德尔 德 ) 若 群 G 有 合成 群 列 ， 则 任 两 个 合成 群 列 
同 构 . 

一 个 群 的 合成 群 列 的 韭 平凡 因子 称 作 合成 因子 
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附录 B 习题 解答 或 提示 


I.9. 必要 性 是 显然 的 ， 为 证 充分 性 ， 只 需 证 明 任 一 不 可 约 元 是 
素 元 . 设 a 为 不 可 约 元 ， b,c € RR 使 得 bc € (a), 即 存在 rERR 使 
得 be = ra. 将 b,c,r 分 别 分 解 为 不 可 约 元 的 积 ， 则 由 bc 的 分 解 的 
唯一 性 ， 在 5 或 c 的 分 解 中 有 一 个 不 可 约 元 等 于 wa, 4 为 单位 ， 故 
或 者 alb, 或 者 alc. 这 说 明 (a) 是 素 理 想 . 

I.15. 因 P 是 投射 模 ， 满 同 态 P 一 P/K 关 P'/K' 可 以 提升 为 
一 个 同 态 f : P 一 P', 同 理 P' 一 P/K 可 以 提升 为 :PP' 一 P. 定 
义 P@P' 的 自 同 态 


_ /idp f’ _ /idp—-fiof -—f 
5= (2 gp fof) v=( f a ) 
则 易 见 B(K @ P)C PBK’, Y(K'@®BP)CPO@OK,H Bo-= 
VoP = idpgp'. 
HI.5. 让 若 人 = fg (f,g € Zoi,:… ,0n] 一 2Z)， 则 必 有 一 个 
(zi— zj))|f, 由 的 对 称 性 可 见 TT 一 TT 一 [I (zi— 2z;)1f, 同 理 T—7T’|g, 
. +>7 


从 而 有 f= 二 g== 土 (7 一 7 ), 但 7 一 7' 不 是 21,… ,zn 的 对 称 多 项 
式 ， 巴 盾 . 

ii) 由 i) 的 证 明 可 见 7 一 7|f, 故 人 A = (7 一 7)?|f*, 再 由 i) 得 
Alf. 

iii) 只 需 注 意 7 4 K(o1,:… ,0n). 

iv) 令 R= Zoi1,'… oj 4 = Zlo1,:… ,on;T]. 利用 例 2.4 的 
方法 ， 只 需 证 明 4 整 闭 . 设 a 十 07 (a,bE€ RR) 是 在 4 上 整 的 ， 则 
((a+87) 一 (a 二 b7 = 5A 是 在 R 上 整 的 ， 故 已 EA eR, 从 而 
由 ) 得 be R. 于 是 a 在 上 是 整 的 ， 从 而 a€ RR. 

亚 .2. 设 PP 为 上 x1,.… ,Zn| 的 极 大 理想 . 今 Ri = x1,-… Zi 
P= PNR;(l<i<n). 注意 Ri/P; 是 域 而 域 上 的 一 元 多 珊 式 代 
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数 是 PID, 可 见 每 个 已 /已 -1RiC Ri PP ifzi 由 一 个 元 生成 ， 故 
P 由 "个 元 生成 . 

亚 .4. 用 反 证 法 , 若 玉 中 有 理想 不 是 有 限 生成 的 , 易 见 在 所 有 非 
有 限 生成 理想 组 成 的 集合 中 , 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 故 由 佐 恩 引 理 
其 中 有 一 个 极 大 元 I. 由 所 设 工 不 是 素 理想 ， 故 存在 ,beE 尺 -~- 工 使 
得 ab Ee 1, 于 是 (1,68) 2 1,a &€ (1:0) 双 7, 赦 由 1 的 极 大 性 可 知 (7 0) 
和 (I:b) 都 是 有 限 生 成 的 ， 易 见 可 取 有 限 多 个 元 D1,… ,bm ez 使 
得 (1,8) = (1,… ,bm;,b)， 赤 任意 c ET 可 表 为 c= 71b 十 .十 
rmbm 十 7b, 其 中 7E€ (I:5b). 于 是 1= (61,… ,bm,b(IT :5b)) 为 有 限 生 
成 的 ， 了 矛盾 . 

IV.3， 需 要 证 明 对 任意 非 零 素 理想 PC R, PP- = R. 任 取 
非 零 元 a € P, 将 (a) 分 解 成 素 理想 的 积 ， 则 P 出 现 于 (a) 的 分 解 
中 ， 故 存在 理想 @ C R 使 得 PQ = (a). 验证 iQ = 已- 

NWN.7. 令 G = Gal(L/K)， 取 4 作为 有 -代数 的 一 组 生成 元 
ai ,an. 对 每 个 ai, 注意 Ls 一 g(ai)) 在 G 的 作用 下 不 变 ， 故 


其 系数 都 在 六 中 . 令 RC RR 为 所 有 这 些 系 数 (对 所 有 i) 生成 的 
k- 子 代数 ， 则 4 在 R' 上 是 整 的 ， 即 4 作为 R'- 模 是 有 限 生 成 的 ， 
故 RR 作为 BR- 模 是 有 限 生成 的 . 

VL3.i) 易 见 投射 Menn AM 诱导 同 态 和 M8@RA%"M 一 
A&M， 由 命题 VI.1.1'iv) 这 等 价 于 一 个 同 态 ff : ARAM 一 
瑟 omR(Ag "AM ,AAAM) 为 验证 f 是 同 构 ， 取 M 的 一 组 自由 生成 
元 ?mn 则 Ap AMAf 有 一 组 自由 生成 元 mi 入 入 ni ， 
(让 < 之 2 过 < 之 rm_r). 注意 mi 人 人 Tj (ma 入 和信 ni ) 
当 my my,yma;…* ,mi,_, 互 不 相同 时 等 于 土 1, 否则 等 于 0. 

VL4. 先 设 玉 为 域 . 令 耻 = RS?*, W = S#R(V), 取 定 V 的 一 组 


基 ， 这 给 出 W 的 一 组 基 , 设 f = ( 2 E EnmnadptY), 令 47 为 


Sf4(P) 所 对 应 的 矩阵 ， 则 易 见 4y 的 第 i 行 由 (az 十 bi(cz 二 qd)i-! 
按 z 的 窜 展 开 的 各 项 系数 组 成 .我 们 需要 证 明 det(Ay) = det(f)s， 
显然 这 当 f 为 上 三 角 阵 或 下 三 角 阵 时 成 立 , 而 一 般 的 矩阵 可 以 分 解 
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为 若干 个 上 三 角 阵 和 下 三 角 阵 的 积 , 且 显 然 对 任意 f,g e Endr(V) 
有 A:A, = Ayo. 

最 后 ， 将 det(41) = det(f)* 看 作 一 个 多 项 式 恒等式 ， 可 见 它 
在 任意 交换 环 上 成 立 (参看 例 1.1.3). 

VL.5. i 显然 .下面 将 人 RK 一 人 Re 衬 RR 简 记 为 ny. 

让) 设 f:P 了 一 M,g :8 一 M 为 两 个 满 同 态 其 中 已 和 
Q 分 别 是 秩 为 m 和 n 的 自由 R- 模 而 KK = ker(f), 上 = ker(g). 
令 f=f@0,g=08g:P9@Q 一 MM. 易 见 im(np) = im(777 )， 
im(ng') = im(mg)， 由 习题 I15 可 知 存在 P@Q 的 自 同 构 B 使 得 
(ker(f') = ker(g'). 注意 AR (更 ) 为 和 有 R1"(P@Q) 汪 RR 的 自 同 
构 ， 故 有 斑 的 单位 凿 使 得 A (更 ) = 4. 于 是 


im(ng') = AR "(®)(im(n4)) = im(ny) =im(nr) 


从 而 im(ny) = im(7o), 即 菲 廷 理想 的 定义 与 f 的 选择 无 关 . 

ai 任 取 MM 的 一 组 生成 元 mi,… ,mn. 设 aij ER(l1<i,j< 
n) 满足 gaiimi 十 +ainrm 二 0 (1 < i<n), 则 由 引 理 亚 .2.1 
的 证 明 可 见 det((ai;))M = 0, 即 det((aij)) < AnnRp(A)， 这 说 明 
F(M)C Annr(M). 

男 一 方面 , 若 ai,… ,an € Annag(M), 则 aimi = = anm,, = 
0, 故 由 定义 有 al an = det(diag(ai,… ,an)) E F(M), 由 此 得 
Annra(M)” C F(M). 

iv) 取 满 同 态 1 : P= Rn" 一 M 且 令 = ker(f). 若 M 人 2p 
N=0, 则 KBrN P&BRN 为 满 射 故 由 命题 VI1.1.vii) 及 归纳 
法 得 Ka"6RN 一 PSR"n@RN 为 满 射 , 从 而 诱导 同 态 ny BRidw : 
人 RK BRN RORN 宇 N 为 满 射 . 但 因 F(M) C Annkp(M)=0, 
nf 是 零 映射 ， 故 N = 0 

者 刀 omaR(Af,N)=0, 由 引 理 IL3.1 可 知 Homar(P.N)Homp 
(到, 入 ) 为 单 射 . 用 归纳 法 可 以 证 明 对 任意 m > 0. A :Homap(P2a™. 
和 NN) 一 万 omRp( 开 2 和) 为 单 射 : 若 Ai 为 单 射 , 则 出 命题 VI.1.1.iv) 
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及 引 理 1.3.1 有 z 
Homn(PYRit!l, N) ¥ Homr(P®r’, Homr(P, N)) 
> Homr(P®r’, Homar(K, N)) 
兰 五 omR(PSa @R K,N) 
兰 末 omR( 天 ,万 omp(PSa ，NV)) 
> Homr(K, Homr(K®a’, N)) 
¥ Homa(K®nitl,N) 


即 和 i41 为 单 射 ， 此 外 注意 Ps" 一 A? 忆 是 满 射 ， 故 由 引 理 1.3.1 
HP : 五 omR(AP, N) 一 万 omRp( Penn",N) 为 单 射 ， 由 于 和 no kp = 
KKMTY (其 中 m7 :入 衬 HomR(R,N) HomR( 人 RK,N) 由 74 诱导 
而 pk 的 定义 类 似 jp), 可 见 27 为 单 射 . 但 由 m1 二 0 有 二 0, 地 
N=0. 

VI.6. i) 显然 L8k L' 一 LL' 是 满 射 , 注意 LBk L' 作为 - 线 
性 空间 的 维 数 等 于 [L : Kj][L  : K], 故 只 需 证 明 [LL : K] = [L: 
K][L': K] 即 可 . 

不 妨 设 节 2 天 是 伽 罗 华 扩张 则 由 本 原 元 素 定理 上 可 由 KK 添 
加 一 个 元 a 生成 . 令 B EK[zx] 为 a 的 定义 多 项 式 , 则 9 在 上 完全 
分 解 成 一 次 因子 的 积 . 由 命题 VI.1.1.viii) 有 工 @K 了 人 兰 卫 [zj 
故 只 需 证 明 9$ 在 L' 上 不 可 约 即 可 . 但 车 $ 在 L' 上 有 一 个 非 平凡 
首 一 因子 w, 则 兴 的 系数 都 在 工 中 ， 从 而 都 在 K 中 , 与 4 在 天 上 
不 可 约 的 假定 矛盾 ，. 

ii) 答案 是 否定 的 . 为 举 出 反例 , 由 上 所 述 只 需 给 出 [LL’ : K] < 
[ 工 :K][L' :KK] 的 例子 即 可 . 

设 K = Fo(t,w), 玉 = KIt1/2,wv1/?2,al, 其 中 a 为 z2 十 磋 /2z2 十 za72 
的 零点 ， 工 = Klal, 一 = 天 上 203, 则 L' D> K 是 正规 扩张 市 
LL: KK] = [L':K]=4. 不 难 验证 上 NL = KK, 因 否 则 L232LNL' 必 
为 可 分 扩张 ， 故 a 在 LNL 上 的 定义 多 项 式 为 2 十 t1/27 十 wu/2. 
从 而 2,wl2 €e LNL CL, 北 盾 . 另 一 方面 易 见 [LL': K|=8< 
[IL: KIL’:K]. 
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VI.3. 注意 诱导 同 态 人 有 AM @R ARA 一 人 AR "AM 是 秩 1 局 部 
自由 模 的 满 同 态 . 

VI.7. i 取 一 个 满 同 态 下 一 N, 其 中 下 为 自由 RR- 模 ,上 且 令 
KK = ker(F 一 N), 则 有 交换 图 


Map Me@OpRK — » M"®RpK OD 


| | | 


OM@ORF 一 -全 MoOnpF 一 一 人 M CR 一 0 


| | | 


MepN 一 MeQRN 一 MGQRN 


| | 


0 0 
其 中 的 行 和 列 都 是 正 合 的 且 ? 为 单 射 , 故 由 习题 LI.1 (或 引 理 1.3.2) 
可 知 9 为 单 射 . 

ii) 车 将 0 一 玉 -> 玉 玫 NN 一 0 换 成 任意 正 合 列 ， 则 由 i) 可 知 
在 上 图 中 ij 为 单 射 ， 故 由 引 理 1.3.2 可 见 上 图 中 的 疡 为 单 射 当 且 仅 
当 i 为 单 射 

( 注 : 车 利用 同调 本 题 是 显然 的 ， 参 看 XE.(22) 式 ，) 

VI.8， 由 引 理 VI.1.3 M 是 投射 模 ， 故 同 构 于 某 个 Re” 的 子 
模 ， 由 RR 是 整 环 可 知 M 的 任意 局 部 化 都 不 等 于 零 . (本 题 也 可 以 
利用 习题 VI.5. ) 

VI.9，i) 先 用 证 明 M 平坦. 设 f : C 一 D 为 R- 模 单 射 ， 
令 KK = 二 ker(f @R idm). 与 NN 作 张 量 积 得 复 形 KBRN 一 Ce®@R 
M8BRN 一 D BR M Br N, 由 所 设 f BR idm@rnN 是 单 射 ， 故 
KS8RNC8RMBRN 是 零 同 态 . 但 由 所 设 K BRN BraRM 一 
C8RM BRN BR M 是 单 射 ， 故 KK BR N 8R M = 0, 从 而 由 命题 
VIL.2.1ii) 得 KK 二 0, 即 f 8Bridm 是 单 射 

若 C 为 民 模 且 C8rRM=0, 则 C@%rR M8%rN = 0, 从 而 
C = 0, 故 由 命题 VI.2.1.ii) 可 知 M 忠实 平坦 ， 同 理 N 为 忠实 平坦 
模 . 
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ii) 由 于 MMSnwN 是 有 限 生 成 的 ， 可 取 MM 的 有 限 生 成 子 模 Ad 
使 得 M BRN 一 MB@RN 为 满 射 ， 故 (由 六 的 平坦 性 ) 为 同 构 ， 
再 由 六 的 忠实 平坦 性 得 M 全 Mf. 同 理 N 是 有 限 生 成 的 . 

iii) 由 ii) 立 得 . 

若 MN 平坦 ， 一 般 不 能 保证 MM 入 平坦 . 例如 对 上 的 
非 平 坦 模 M = Q@@Z/2Z, N = QBZ/3Z, MB@zN 关 是 平坦 的 . 

VE.2. 设 {U(1s)|s €E S} 为 Spec(R) 的 一 族 开 集 ， 则 它们 组 成 
Spec(R) 的 开 复 盖 当 且 仅 当 没 有 一 个 素 理想 包含 所 有 I, 而 这 等 价 
于 所 有 I 生成 的 理想 是 RR. 

VE.3. 不 难 验证 Suppa(M) = V(Annkg(M)). 

VIL.4. 不 难 约 化 到 4 和 B 都 是 上 的 有 限 生 成 扩 域 的 情形 ( 参 

看 引 理 VE.2.1 的 证 明 ). 
”车 B 为 的 有 限 扩 域 ， 则 因 ch(k) = 0 B 2 是 可 分 扩 
张 ， 从 而 由 本 原 元 素 定理 妨 设 B = Kk[z]/(f), 故 由 命题 VI.1.1.viii) 
有 4 @: B 全 4A[z]/f4lx]. 将 f 在 4 上 分 解 成 不 可 约 因 子 的 积 
= 万 … 户 , 则 因 了 可 分 ,对 任意 0 <i<7 了 <n 有 fAlzxj+f;Alz|] = 
4fz], 故 由 定理 .3.1 有 A[lzx]/(f) 室 Alz]/( 所 ) x… x Alz]/(fn), 即 
为 有 限 多 个 上 的 扩 域 的 直 积 . 

令 天 为 天 的 代数 闭 包 ， 注 意 4 @ik 为 有 限 生 成 的 -代数 的 局 
部 化 ， 故 为 诺 特 环 ， 于 是 由 上 所 述 可 见 A @s 同 构 于 有 限 多 个 天 
的 扩 域 的 直 积 . 同 理 B @x〖 同 构 于 有 限 多 个 上 的 扩 域 的 直 积 .由 
引 理 VIE.2.1 可 知 (4@k B) Br 上 宇 (A Bk 上 ) Bi (B Br 上 ) 为 有 限 多 
个 整 环 的 直 积 ， 故 为 约 化 的 ， 从 而 4 @x B 为 约 化 的 ， 

当 ch(k) > 0 时 这 不 再 成 立 , 例如 太 = Fp(t) 而 A4= B= k(t1/7)， 
则 A @x BE Alz]/(z? ~—t) AY/(yr) (y = 71 ~ t/7?). 

V7. 让 设 雄二 Vn), WW = V2) 则 由 VWNW=06 得 
有 +=R, 由 ViUV2= 关 得 2 CN(R). 取 alE€En,a2€EJ 使 
得 al +az = 1, 则 因 aiaz E N(R), 可 取 使 得 (a1a2)” = 0. 展开 
1 = (Ql 十 a2)*" 1! = 1 可 得 分 解 1 = a 二 a’, 其 中 a € (ar), a € (a?), 
厦 aa' = a(ll1 一 a) 二 0, 即 a?=a. 车 p EV(a), 则 对 任意 cE€ 贱 ， 
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由 c=cae+ca 及 ca ENRICpPp 得 ceEp 故 Ya= 人 态 , 同 理 
V (a’) 二 Vo. 
注意 我 们 可 取 五 = [| p, 这样 由 下 =(a+o) 下 可 见 有 五 三 
PpEVW, 


(a) 十 入 (R), 即 任意 be 可 表 为 = Ma 十 c, Cc EE N(R), 故 有 
ab—~b=AMa?*+ca—M—c=ac—-ce€eN(R). 

设 beR 满 足 B=6b,V= V(b), WW = V(1--b), 则 有 五 = 
(0) 十 入 (RR), 故 也 有 ab 一 a E N(R), 从 而 d=b-ae€E N(R). 取 nn 
使 得 d" = 0, 则 得 5 二 5" = (a 十 d)" = a(1 十 e), 其 中 ee N(R), 故 
ab = b, 同 理 ab = 二 a, 从 而 a=0. 

ii) 将 引 理 五.2.1 应 用 于 R- 模 1, 可 知 存在 a E 了 使 得 (1 一 a)T = 
0, 由 此 得 1-ae=0 及 了 = (a). 仿照 i) 的 证 明 可 得 a 的 唯一 
性 . 

VIL.9. 只 需 证 明 任意 PEX 都 有 一 个 开 邻 域 UC XX, 使 得 对 任 
意 qEU 有 "(9q) <7(p). 设 7(p) =n, 则 Wo 作为 Bp- 模 由 个 元 生 
成 (推论 三 .2.1), 故 可 取 R- 模 同 态 f : Re2" 2M 使 得 fi 为 满 射 . 
令 C= coker(f), 则 C 为 有 限 生 成 的 R- 模 上 且 C = coker(f,) = 0， 
故 可 取 a € R 一 p 使 得 Cs。=0, 从 而 fo 为 满 同 态 ， 对 任意 g € Xo， 
有 满 同 态 f。: RY” 一 AM1, 故 r(q) 之 nn. 

者 M 平坦 ， 则 由 推论 VI.1.1 可 知 任意 pe€ 都 有 一 个 开 邻 域 
U CX, 使 得 r+ 在 U 上 是 常数 . 

区 .6. 设 了 PCA 为 极 大 理想 ,注意 4 为 分 次 环 ， 可 见 已 中 所 
有 元 的 0 次 项 组 成 R 的 一 个 理想 及. 对 任意 a EeE 1,1+a 是 4 中 
的 单位 ， 故 而 寺 R, 由 此 可 见 PB 是 RR 的 极 大 理想 ， 因 否则 可 取 
RR 中 的 极 大 理想 QQ 5 Po, 从 而 4 2 (P,Q@) 2 P, 与 PP 的 极 大 性 矛 
盾 ， 显然 有 PC (Po,7) < 4, 故 由 P 的 极 大 性 有 P = (Py,7) 

X.9. 令 玉 二 qf.(R), K' = KK&rk, 则 R' 可 以 看 作 K' 的 子 
环 . 

i) 设 Ri 为 RR 在 KK 中 的 整 闭 包 ， 则 Ri 是 有 限 生 成 的 &- 代 数 
(定理 俯 .2.1) 且 CRi. 任 取 Ri 的 极 大 理想 P, 则 RI/P 为 大 的 
有 限 扩 域 (推论 VM.1.1) 且 一 RI/P 为 单 同 态 ， ( 注 ， 也 可 以 用 
域 论证 明 ，) 


. 172. 


ii) 设 ky C 下 为 上 的 可 分 扩张 由 本 原 元 素 定理 可 设 有 阅 
k[z]/(f), 则 了 在 KK 上 不 可 约 ( 因 若 f 在 上 有 非 平 凡 首 一 因子 
9, 则 9 的 系数 在 kk' 中 且 在 太 上 可 分 ， 故 在 大 中 ), 故 K @k ki 辣 
KIz]/fK[z] 为 域 ， 由 此 可 见 Ki = K Bn。 为 域 ， 其 中 大 为 大 中 
所 有 在 & 上 可 分 的 元 全 体 组 成 的 子 域 , 注意 若 人 天 is 则 天 是 和 的 
纯 不 可 分 扩张 ， 故 由 归纳 法 不 难得 到 天 ' 兰 Ki @k 天 只 有 一 个 素 理 
想 Pi (参看 习题 VE.4 的 解答 中 的 例子 ). 由 此 可 见 P= RiNPi 由 
宫 零 元 组 成 ， 故 由 定理 V.2.1 可 知 P' 为 R' 的 唯一 伴随 素 理想 . 

iii) 若 有 是 完全 域 ， 则 ks = , 故 由 上 所 述 当天 = 居 时 K' 是 
域 ， 若 上 关 k', 则 ki = k'@hk' 不 是 整 环 ， 而 和 可 以 看 作 K' 的 子 
环 ， 因 K’' 是 R' 的 局 部 化 ， 可 见 R' 不 是 整 环 . 

iv) 只 需 证 明 Gal(k/k) 在 AssR'(R') 上 的 作用 可 迁 . 由 Ri CK 
易 见 R' 的 伴随 素 理想 都 是 极 小 的 ， 由 于 R' 是 诺 特 环 ，AssR'(R') 
是 有 限 集 ， 对 每 个 伴随 素 理想 任 取 一 个 有 限 的 生成 元 组 ， 则 可 取 居 
的 一 个 有 限 正 规 扩 域 ko C 使 得 这 些 生成 元 都 在 Ro Bx ko 中 ， 故 
只 需 证 明 G = Gal(ko/k) 在 AssRo(Ro) 上 的 作用 可 迁 . 对 此 可 以 完 
全 仿照 定理 了 .3.1.v) 的 证 明 . 

X.10. 必要 性 ， 由 习题 X.3 立 得 . 

充分 性 : 设 诺 特 整 环 R 的 所 有 高 度 为 1 的 素 理想 都 是 主 理 想 . 
对 任意 ce R, 若 a 不 是 单位 ， 任 取 一 个 极 小 素 理想 p 2 (a), 则 
ht(p) = 1 (推论 X.2.1), 故 p 由 一 个 素 元 5 生成 ， 且 存在 a ER 使 
得 a = a'b. 若 a’ 仍 不 是 单位 则 将 a 换 成 a 再 重复 上 述 步骤 ， 显 
然 (a') 2 (a), 故 上 述 步 又 经 过 有 限 多 次 后 必 将 停止 (因为 RR 是 诺 
特 环 ), 此 时 已 将 a 分 解 成 素 元 的 积 . 

XI.2. 由 命题 VI.2.3 可 知 f 为 单 射 ( 故 不 妨 设 RR 为 4 的 子 环 ) 
且 A/R 为 平坦 R- 模 ， 故 有 交换 图 


O03R 一 一 4 -一 一 一 A/R 一 0 


| | | aa 


0053B —s > AZrRB — > (A/R)ZrR B20 
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其 中 的 行 都 是 正 合 的 ， 且 ga = id4a@R9g, 94/R 三 idajRG@R9 和 
fp = f BR ids 为 单 射 (参看 习题 VE.7.1))， 故 可 将 R.A4,B 看 作 
A Gn B 的 子 环 ， 我 们 来 验证 RR= ANnB. 设 ae 4,beB 满足 
gaA(a) = fp(b), 则 gayr(p(a)) = pp(g94(a)) = pa(fa(b)) =.0, 因 
94/R 为 单 射 有 pla) = 0, 故 ae RR. 

车 有 环 同 态 f: R' 一 4A, g': RR' 一 B 使 得 gaof' = fpog9, 则 
有 im(f') C R, 从 而 有 诱导 同 态 6:R 一 呈 使 得 fo6=f'. 由 fp 
为 单 射 及 


fBogo$=gaof ob=gaof =fpog 


得 go9=g'. 这 说 明 情 是 fa 和 ga 的 拉 回 . 

XI.4. 设 4 为 该 阿 贝 尔 范畴 的 对 象 ，J 为 任 一 集合 ， 对 每 一 
元 ?ET 取 4 的 一 个 拷贝 记 为 4;. 由 AB3 和 AB3* 有 典范 态 射 
f:D= Dh 一 4 (由 D 的 每 个 直 加 项 4; 到 EB 的 直 因 


子 4; 的 单位 态 射 诱导 ). 令 KK = ker(f), 则 易 见 对 了 的 任意 有 限 子 
集 S 有 KN 名 4;=0, 故 由 AB5 ( 取 了 =31) 有 =0, 即 f 为 单 
1E€ 


射 ， 对 偶 地 ， 由 AB5* 可 得 f 为 满 射 ， 从 而 为 和 同 构 . 

特别 地 , 令 I=Z,A:4 一 D 全 记 为 对 角 态 射 ( 即 对 任 一 
ziE 了 有 proA=ida), 则 人 为 单 射 ， 且 对 了 工 的 任意 有 限 子 集 S 有 
im(A)n 思 4 = 0 (因为 对 7 关 S 有 pri(@ Ai) 二 0). 故 由 AB5 得 
ASim(A)=0. 

XI.5. 答案 是 否定 的 ， 下 面 是 一 个 反例 . z 

令 半 = (0,1) C 民 , 对 任意 正 整 数 n,k (k < n) 令 Up = 
(和 与 1, 疆 1!) C X. 令 下 为 全 上 的 由 F2 = {0,1} 定义 的 “常数 层 ”， 
即 在 XX 的 任 一 连通 开 子 集 ( 开 区 间 ) 上 取 常 值 0 或 1 的 函数 全 体 生 
成 的 层 ,换言之 , 对 任意 开 集 UC XX, 给 出 一 个 元 s EF(UV) 相当 于 
将 U 分 解 为 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 Vo, Ui 的 并 (s 在 Uo 上 取 值 0 
而 在 Zi: 上 取 值 1). 对 任意 7n,k(0 <k<n) 定义 一 个 层 六 如 下 : 
对 开 集 U0 CX, 若 UC Us 则 Fr(U) = 天 (D0), 否则 kn(U) = {0}. 
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nC—1 
Fi 可 以 看 作 大 的 子 层 ， 且 易 见 诱导 态 射 j; : 万, = ll 一 人 
二 
我 们 来 验证 ji 不 是 满 射 , 为 此 只 需 验 证 对 任意 ZE X, (jn)z 
不 是 满 射 (参看 例 XI.1.1). 设 UC X 为 连通 开 集 ， 则 当 n 充分 大 
时 Fk(0) = {0} ( 因 Urs 太 小 而 UY Unk). 故 [Fn(U) 为 有 限 多 


个 了 2 的 拷贝 的 积 ， 从 而 


为 可 数 集 ， 另 一 方面 ， (I[ 下) 为 无 穷 多 个 Fa 的 拷贝 的 直 积 ， 故 


为 不 可 数 集 .因而 (Injz 不 可 能 是 满 射 
XI[.6. 将 蛇 形 引 理应 用 于 下 面 的 交换 图 : 


.Pp 一 | 
0 4 as)， A@A CH 4 0 


| ae | 


id A . 。 
0.4 2 484 Ceida A 0 


XIE7. 设 丰 eeOb(&%bx), 定义 层 更 如 例 X 节 .1.1. 对 任意 ze XX， 
ZT(U) = TI 1:. 不 难 验证 工 是 &bx 的 内 射 对 象 且 大 一 于 一 工 为 
reU 1 


单 射 . 
XH.5、 Ext! 可 以 看 作 一 个 从 cep xE 到 ((sets)) 的 函 子 . 
可 以 将 Ext 也 定义 为 一 个 从 Co? x E 到 ((sets)) 的 函 子 :对 任意 
A, 4', B,B' €e Ob(C), 任意 fe Mor(A', 4), g e Mor(B,B') 及 任意 
扩张 e:0 一 忆 与 已 马 4 一 0, 令 Ext(j9g)(e) 为 先 作 p:E 一 A 和 
f' :4A' 一 4 的 拉 回 了 ,再 作 B 一 了 和 9g:B 一 B' 的 推出 所 得 的 扩 
张 0 一 B' 一 BB' 一 4' 一 0. 不 难 验 证 Ext(f,g)(e) 也 可 以 通过 先 作 
i:B 一 和 09:B 一 B’' 的 推出 F' 再 作 FI 一 A4 和 f':A4'- 了 4 的 
拉 问 得 到 ， 因 为 B' 同 构 于 复 形 
(i.0.9) (p.f.0) 


0 一 万 一 一 一 开航 4 二 也 一 一 4 一 0 
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在 忆 仿 A'’EB' 处 的 同调 . 

利用 命题 区.1.1 及 其 对 偶 不 难 验 证 ， 命 题 XIE.3.1 实际 上 给 出 
一 个 从 Extl 到 Ext 的 自然 等 价 ， 由 此 不 难 验 证 Di 和 iv). 

车 alaz E Ext!(A,B)， 则 易 见 al 十 aa = VoA 
(qiag(al,az)), 其 中 diag(ai,a2) € Exti(A®@A, B®@B), A* : Ext'(A@ 
A,B@B) 一 Exti(4,B@B) 由 和 :4 一 A@ 有 Ah 诱导 而 VY*: 
Exti1(4,B@B) 一 Ext'(4,B) 由 VYV:B9@B 一 B8 诱导 . 注意 
diag(al, az) 对 应 的 扩张 为 @(ai) @ 更 (az), 由 此 不 难 验 证 洛 ). 

XHH.6. 对 g 用 归纳 法 ， 当 gq = 0 时 有 RCot(F) 守 CoT(F) 人 > 
Cot (ROF). 

设 4 € Co+(e), 任 取 4' 的 内 射 预 解 0 一 4 二 了 0 一 了 二 

…, 令 CC = coker(4' 一 170), 则 由 命题 XE.2.1 的 对 偶 有 长 正 合 列 


0 一 Cot(F)(A') —» Cot(F)(1°) 


1 
> Cot(F)(C') — RICot(F)(A)—0 ( 


以 及 同 构 

RICot(F)(C')¥ Rt Cot(F)(A) (a >0) (2) 
另 一 方面 ， 由 引 理 XE.4.1 所 有 1%? 都 是 E 的 内 射 对 象 ， 故 由 命 
题 XE.2.1 的 对 偶 有 长 正 合 列 0 一 F(AP?) 一 F(I9P?) 一 F(C?) 一 


RiIF(A?) 一 0 及 同 构 RIF(C?) 兰 RIt1F(A?) (gq > 0), 亦 即 有 正 合 


玉 0 全 Cot(F)(A') 一 Cot(F)(1) 


一 Cot(F)(C') 一 Co+(RIF)(4) —»0 (3) 


以 及 同 构 
Cot (RIF)(C') ¥ Cot+(R'+IF)(A') (gqg >0) (4) 


由 (1) 和 (3) 得 RiCo+(F) ~ Cot(RIF), 再 由 (2) 和 (4) 及 归纳 法 
得 RiCoT(F) ~ Cot (RF) (dg > 0). 
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XIV.4，i) 僵 加: 用 反 证 法 ， 设 AL 有 一 个 伴随 素 理 想 包含 在 入 
的 伴随 素 理 想 P 中 ， 则 可 取 5 € NN 使 得 Annk(5) = 己 , 故 忆 2 
AnnR(M1). 令 4 = R/Anna(M), 则 M 为 忠实 4- 模 而 Rb 衬 R/P 
为 非 零 4- 模 ， 故 由 习题 VI.5.iv) 存在 f 关 0€ Homa(M, Rb), 这 给 
出 HomRk(M,NN) 的 一 个 非 零 元 ， 艺 盾 . 

i) 过 iii): 由 推论 V.1.1 存在 PP 中 的 元 不 是 NN 的 零 因子 . 

ji) 一 iv): 由 引 理 XIV.1.1.ii) 立 得 . 

iv) 坊 i): 用 反 证 法 ， 设 f 关 0€ Homk(M,N), 任 取 aeE MM 使 
得 f(a) 关 0, 则 Anna(f(a)) 含 于 NN 的 某 个 伴随 素 理想 PP 中 ( 引 理 
V.1.1), 而 AnnrR(a) C Annra(f(a)) C P, 故 有 一 个 包含 Anna(a) 
的 极 小 素 理 想 训 C P， 由 命题 V.i.liiv) 有 Po € Assp(Ra) C 
AssR(2M), 与 所 设 巴 盾 . 

XIV.5. 注意 由 命题 XIV .2.1, 戴 德 金 环 上 的 多 项 式 代数 为 C.M. 
环 . 再 利用 命题 XIV .2.2.ii). 

XV.6. i) 可 以 对 每 个 Kw 取 一 组 自由 生成 元 vi (0 < 人 < 
i2 < < 和 mn), 使 得 dy :并 一 天 -1 满足 


了 


dm Vii) = (1 las oa 


j=1 


i) 由 i) 易 得 . 

XV.7. 对 7 用 归纳 法 ，7 = 1 时 结论 是 自明 的 ， 以 下 设 ”> > 1 

令 KK. 为 al ,ar-l 的 科斯 居 尔 复 形 ， 工 为 0-> RR 一 
RR 一 0, 则 由 定义 a1,… ,ar 的 科斯 居 尔 复 形 为 Tot(K. @R 上 .). 由 
推论 .4.1 的 对 偶 ， 对 双 复 形 4,.s = 天 ,SR 有 强 收 敛 谱 序列 
(EB.,:.) 满足 EB?” 衬 HI(AP) 及 已 , 宇 有 H,(Tot(4*…*)), 故 由 归纳 法 
假设 有 Eoo 宇 Eio 宕 R/(a1,… ,ar-1), 而 其 余 的 EE,。 都 等 于 0. 
注意 a1,… ,ar 为 RR 正则 列 而 Bio 一 B60o 由 ar- 诱导 ， 故 为 单 
射 ， 由 此 得 B26 全 R/(a1.… ,a,) 而 其 余 的 E2， 都 等 于 0, 从 而 有 
Eo 兰 有 (ai .ar) 而 村 n>0 有 = 0. 这 说 明 Tot(4…) 是 
R/(at,… a) 的 自由 着 解 . 


XVI.10. i) 通过 局 部 化 不 妨 设 Qj 衬 RP?” 且 有 自由 生成 元 组 
{dai,-… ,dan} (al ,an € 局) 由 定理 XVI.2.1.ii) 和 注 XVI.2.3， 
只 需 证 明 Spec (2 ) 的 每 个 不 可 约 分 文 都 是 了 维 的 ， 再 由 局 部 化 不 
妨 设 RR 只 有 一 个 极 小 素 理想 p = N(R). 由 推论 X.4.1.i) 只 需 证 明 
al ,an 在 上 上 代数 无 关 即 可 ( 因 这 给 出 tr.deg(qf.(R/p)/k) > 
n). 取 g; € Homa(NQar, R) (1 之 1 < n) 使 每 gi(da;) = 6i;, 则 由 
引 理 XVI.1.1 得 到 nn 个 上 导数 D; = giod :RR 一 RR 使 得 Di(aj;) = 6;;. 
若 有 ff 关 0 Eklzi,… ,Yn|] 使 得 f(a1,… ,an) = 0, 任 取 f 的 一 
次 数 最 高 的 项 cz 了 zz"， 则 有 


0= Dr™ oo...0 Dr (fan an) = milma!l: .malc #0 


了 矛盾 . 

i) 设 为 R 的 极 大 理想 而 KK= R/P. 因 ch(k)=0K2Dk 
是 可 分 扩张 ， 故 由 推论 XVI.2.1 有 Qj = 二 0 且 在 kk 上 光滑 ， 从 
而 由 命题 XW.1.1.ii) 得 P/P?* 尖 Oat Bk 玉 . 设 Op 衬 RE”, 则 可 
取 QR 的 一 组 自由 生成 元 dai,… ,dan (a1,… ,an € R), 由 iD 的 
证 明 方 法 可 得 Pi € Derk(R,R) (1 < i<n) 使 得 Di;(aj) = 6i;. 

由 引 理 XV.2.1 我 们 只 需 证 明 gr (R) 兰 K[z1,… ,xn], 换 言 
之 ， 丰 JeRlzi za 为 mm 次 齐 次 多 项 式 使 得 /al ,an) € 
Pm 则 JePRlzi…… ,xn]. 用 反 证 法 ， 设 f 有 一 项 cz 人 zm" 
的 系数 c 4 P, 则 易 见 


D1’ ooDo (ja an)) mim2!.. ranlc (mod P) (5) 


但 因 f(a1,… ,an) se P” (5) 式 左边 属于 P, 矛盾 . 

注 : 由 让 可 以 推出 i): 令 R= RB@kk, 则 由 习题 XVI.1.i) 可 见 
ORE 是 平坦 ( 即 局 部 自由 ) R- 模 ， 故 由 i 可 见 RR 为 正则 的 ， 从 
而 由 定理 XVI.2.1.ii) R 在 k 上 光滑 . 

大 ch(k) = p>0, 则 和 汉 都 不 成 立 . 例如 R= klx]/(z?) 是 
0 维 局 部 环 但 Qj 宇 R. 
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中 文 
阿 贝 尔 范 畴 
阿 贝 尔 群 预 层 
阿 廷 环 

阿 廷 - 黎 期 引 理 
安定 

靶 

半 局 部 环 
伴随 层 
伴随 素 理想 
爆发 

闭 点 

闭 范畴 
不 可 约 的 
不 可 约 分 文 
不 连通 的 

层 

察 里 斯 基 折 扑 
长 度 

稍 申 子 

越 上 同调 
乘法 
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词汇 索引 


英 文 


abelian category 


presheaf of abelian groups 


artinian ring 
Artin-Rees Lemma 
stable 

target 

semi-local ring 
associated sheaf 
associated prime 
blowing-up 

closed point 

closed category 
irreducible 
irreducible component 
disconnected 

sheaf 

Zariski topology 
length z 
constant functor 
hvpercohomologr 


addition 


102 


109 


102 


中 文 
乘 性 子 集 
抽象 废话 
除 子 类 和 群 
除 子 群 

代表 

戴 德 金 环 
带 滤 对 象 


带 滤 线 性 空间 


R- 代 数 
R- 代 数 同 态 
代数 子 集 
单 射 

单位 
单位 态 射 
单位 元 
导数 
等 价 的 范畴 
等 同化 子 
典范 

定义 理想 
定义 域 

短 正 合 列 
对 称 代数 
对 称 积 

对 称 张 量 


英 文 
multiplicative subset 
abstract nonsense 
divisor class group 
divisor group 
represent 
Dedekind domain 
filtered object 
filtered linear space 
R-algebra 
R-algebra homomorphism 
algebraic subet 
monomorphism 
unit 
identity morphism 
unit element 
derivative 
equivalent categories 
equilizer 
canonical 
ideal of definition 
domain 
short exact sequence 
symmetric algebra 
symmetric product 


svymmetric tensor 
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中 文 
对 角 态 射 
对 偶 范 畴 
对 偶 函 子 
对 和 象 
多 项 式 代 数 
反 变 函 子 
反 称 张 量 
反 交 换代 数 
范畴 
沁 性 
菲 廷 理想 
分 拆 

分 次 环 
分 次 理想 
分 次 模 
分 次 同 态 
分 离 的 
分 裂 

分 配 律 
分 式 理想 
和 件 号 器 


瑞 文 

diagonal morphism 
dual category 

dual functor 

object 

polynomial algebra 
contravariant functor 
skew-symmetric tensor 
anti-commutative algebra 
category 

universality 

Fitting ideal 

section 

graded ring 

graded ideal 

graded module 

graded homomorphism 
separated 

split 

distributivity ~ 
fractional ideal 
symbolic power 
complex 

valuation 

valuation ring 


height 


2,6,95 


12,110 


过 滤 
过 滤 性 范畴 
过 滤 性 子 对 象 族 
8- 函 子 

函 子 性 的 
行列 式 

核 
合成 函 子 
恒 等 函 子 
环 
(范畴 的 ) 积 
极 大 理想 
几何 正则 纤维 
既 约 的 
加 法 

加 性 范畴 
加 性 函 子 
贾 柯 勃 逊 根 
箭头 

降 链条 件 
交换 的 


英 文 
radical 
covariant functor 
smooth 
orbit 
filtration 


filtering category 


filtering family of subobjects 


D-functor 

functorial 

determinant 

kernel 

composition 

identity functor 

ring 

product 

maximal ideal 
geometrically regular fibers 
reduced 

multiplication 

additive category 

additive functor 

Jacobson Radical 

arrow 

descending chain condition 


commutative 


局 部 环 
局 部 上 月 由 的 
算 阵 


科斯 居 尔 复 形 
可 代表 的 
可 分 生成 的 
可 建造 

克 鲁 尔 维 数 
扩 环 

扩张 

拉 回 

离散 赋值 环 
理想 

链 复 形 

霉 调 的 

仅 调 预 解 
本 对 象 
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如 文 
commutative diagram 
associativity 
exhausted 

fine moduli space 
stalk 

locally closed 
localization 

local ring 

locally free 

matrix 
Cohen-Macaulay ring 
Koszul complex 
representable 
separably generated 
constructable 

Krull dimension 
extension 

extension 

pull-back 

discrete valuation ring 
ideal 

chain complex 
acvclic 

acvclic resolution 


zero object 


污 
一 至 


106 


中 义 
零 化 子 
等 人 态 射 
等 因子 
满 射 

车 等 的 
项 零 的 
蚜 稚 根 
模 

内 射 的 
内 射 维 数 
内 射 预 解 
内 在 的 
拟 紧 的 
逆 极 限 


诺 特 归纳 法 


诸 特 环 
诺 特 模 


诸 特 正规 化 引 理 


皮卡 群 


瑞 义 
annihilator 

zero morphism 
Zero divisor 
epimorphism 
idempotent 
nilpotent 

nilradical 

module 

injective 

injective dimension 
injective resolution 
intrinsic 
quasi-compact 
inverse limit 
noetherian nduction 
noetherian ring 
noetherian module 
Noetherian Normalization Lemma 
Picard group 

flat 

étale 

spectrum 

spectral sequence 
flag 


homogeneous 


8,92, 106 
145 
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中 文 钠 文 页 码 


起 始 对 象 initial object 92 
嵌入 的 素 理 想 embedded Prime 42 
强 局 部 日 由 的 strongly locally free 59 
强 收 敛 的 strongly convergent 123 
全 商 环 total quotient ring 141 
全 子 范 畴 full subcategory 91 
若 当 - 霍 尔 德 定 理 Jordan-H6idqer Theorem 165 
弱 零 点 定理 Weak Nullstellensatz 32 
商 模 quotient module 5 
商 域 quotient field 3 
上 半 连 续 阴 数 upper semicontinuous function 73 
上 链 复 形 cochain complex 112 
上 同调 cohomology 112 
上 行 定理 going-up theorem 21 
蛇 形 引 理 Snake Lemma 9, 104 
深度 depth 134 
生成 Eenerate 3 
生成 的 generated : 1 
升 链 条 件 ascending chain condition 26 
剩余 类 环 residue class ring 3 
首 一 多 项 式 monic polynomial 2 
双 复 形 double complex 123 
双 线 性 的 bilinear 45 
四 元 数 代数 duaternion algebra 2 
素 理 想 prime ideal 3 
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间 调 
同 构 

( 链 ) 同 伦 
( 链 ) 同 伦 的 
投射 
投射 的 
投射 维 数 
投射 预 解 
(箭头 ) 图 
图 跟踪 
推出 

外 代数 
外 积 

外 在 的 
维 数 


英 文 

prime element 
operator 

morphism 
specialization 
homology 
isomorphism 

(chain) homotopy 
(chain) homotopic 
homomorphism 
projection 
projective 
projective dimension 
projective resolution 
diagram 

diagram chase 
push-out 

exterior algebra 
exterior product 
extrinsic 


dimension 


唯一 因子 分 解 整 环 unique factorization domain 


处 上 定理 
无 分 歧 的 
无 穷 小 扩张 
无 效 的 


lying-over theorem 
unramified 
infinitesimal extension 


irredundant 


2,5 
3, 96 


8, 92, 106 


144 


中 区 


买 文 


项 尔 伯 特 多 项 式 ”Hilbert polynomial 
希 尔 伯 特 基 定 理 Hilbert Basis Theorem 
项 尔 伯 特 堆 点 定理 Hilibert Nullstellensatz 


下 行 定理 
纤维 
纤维 积 
相对 微分 模 
象 

小 范畴 
形式 完备 化 
雅 可 比 判 据 
一 般 后 

一 般 化 
遗忘 函 子 
9- 引 理 
Schanuel 引 理 
5- 引 理 
Yoneda 引 理 
有 限 生成 的 
有 限 型 的 
有 限 展示 
在 导出 孙子 
右 理 想 
右 模 

右 下 合 咀 子 
188. 


going-down theorem 
fiber 

fiber product 
module of relative differentials 
image 

small category 
formal completion 
Jacobian Criterion 
generic point 
Zeneralization 
forgetting functor 
9-Lemma 
Schanuel’s Lemma 
5-Lemma 

Yoneda's Lemma 
finitely generated 

of finite type 

finite presentation 
right derived functor 
right ideal 

right module 


right exact functor 


页 三 
76 

26 

32 

21 

82 
68, 95 
151 
100 

91 

77 

154 
67 

67 

93 

13, 110 
13, 110 
12, 110 


nr mE ne a 


中 


右 正 合 列 


余 核 


(集合 ) 预 层 


原 象 


( 共 变 ) 张 量 


张 量 代数 
张 量 范畴 


张 量 积 


( 复 形 的 ) 张 量 积 


整 闭 包 
整 闭 的 
整 的 


整 的 (代数 集 ) 


整 环 
整数 环 


整体 维 数 


正规 的 


正 合 明子 


下 合 列 
正则 的 


4- 正则 列 


百 和 


英 文 


right exact sequence 


codiagonal morphism 


cokernel 

colmage 
presheaf (of sets) 
source 

prelimage 
(covariant ) tensor 
tensor algebra 
tensor category 
tensor product 
tensor product 
integral closure 
integrally closed 
integral 

integral 

domain 

ring of integers 
global dimension 
normal 

exact functor 
exact sequence 


regular 


Af-regular sequence 


direct sum 


中 国 剩余 定理 
中 山 正 引 理 
忠实 的 ( 模 ) 
忠实 平坦 的 
终止 对 象 
主 理 想 环 
准 素 的 

准 素 分 解 
子 对 象 

子 范畴 
子 环 

子 模 

自然 变换 
自然 等 价 
自然 态 身 
自然 同 态 
自由 模 
足够 内 身 
足够 投身 
左 导 出 函 子 
， 190 ， 


英 文 
direct product 
direct limit 
line bundle 
range 


rank 


Chinese Remainder Theorem 


Nakayama’s Lemma 
fait hful 

faithfully fat 

terminal object 
principal ideal domain 
primary 

primary decomposition 
subobject 

subcategory 

subring 

submodule 

natural transformation 
natural equivalence 
natural morphism 
natural homomorphism 
free module 

enough injectives 
enough projectives 


left derived functor 


页 码 


1, 5,6,96 


96 
96 
90 
51 
34 
28 


中 文 
伯 恩 引 理 
左 理想 
左 模 
左 正 合 明子 
左 正 合 列 
作用 


瑞 文 

Zorn’'s Lemma 

left ideal 

istt module 

lett exact functor 
left exact sequence 


action 


污 
全 
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符号 、 缩 略语 索引 


记号 意 义 页 码 
DP 直 和 6,96 
® 张 量 积 46 
人 外 积 50 
A (MM) 外 代数 50 
VI 根 理想 66 
和 4 93 
Ab 阿 贝 尔 群 范畴 91 
&Lbx 102 
ACC 升 链 条 件 26 
Ann 零 化 子 39 
Arr 箭头 集 90 
Ass ”伴随 素 理 想 集 39 
C 复数 域 1 
CE? 对 偶 范 晓 91 
C.M. 科恩 - 麦 考 菜 135 
coim ”余人 象 100 
Co 复 形 范 畸 112 
Cot 121 
coker 余 核 9, 100 
DCC 降 链条 件  、 26 
depth 深度 134 


DerR RR- 叶 数 集 


det 行列 式 
dim 维 数 

Div 除 子 群 
Er’ 

End 自 同 态 环 
Ext 扩张 类 集 
Ext” 

Ext™ 

f 

Ft 伴随 层 
F"E 

, 茎 

F, 2 元 域 
f.f. 忠实 平坦 


Fun 共 变 孙子 类 


GD 下 行 定理 
gl.dim 整体 维 数 
gr 

((groups)) 群 的 范畴 
GU 上 行 定 理 


记号 意 义 
万 ， 同调 

H”" 上 同调 
H™ 超 上 同调 
Hom 同 态 集 
ht 部 上 度 

(7 :7) 

id 单位 态 射 
im 象 


inj.dim 内 射 维 数 


J(R) 页 柯 勃 进 根 


页 而 
112 


8, 90 


28 


29,75 


96 
96 


llR 长 度 

ZnF 左 导 出 函 子 116 
im 逆 极 限 

im 直 极 限 

LO 妃 上 定理 


MM*, MI 形式 完备 化 


Mn(R) 定 阵 代数 


MR 五 -模范 畴 
MR 

Mor ” 态 射 集 
Menmn 


N(R) 项 零 根 


N>” 拷贝 的 直 和 


Ob 对 象 的 类 
PID 主 理 想 环 


32 
8 
90 
4 


记号 ” 意 义 
Pic 皮卡 群 
proj.dim 投射 维 数 
Q 有 理 数 域 
qf. 商 域 

R 实数 域 


RIS] 9 生成 的 扩 环 
RIz] 多项式 代数 
RO™ 秩 n 自由 模 
RM,N) 

RG 右 导 出 汉 子 
(Rx) 

R, 

Rp 

((rings)) 环 范 畴 

5S- 尺 环 的 局 部 化 
5-'M 模 的 局 部 化 
SR(M) 对 称 代数 
(Sn.) 

((sets)) 集合 范畴 
Spec ( 环 的 ) 谱 
入 拓扑 空间 范畴 
TR(M) 张 量 代数 


记号 意 义 

tr.deg 超越 次 数 

Tran ”自然 变换 类 

U(7) 

UFD 唯一 因子 分 解 整 环 
V(D) 

Xa : 

义 xs 了 纤维 积 
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记号 意 义 页 码 
ZZ 整数 环 : 1 
Vy 余 对 角 态 射 100 
A ”对 角 态 射 100 
K(p) 82 
xm(z) 希 尔 伯 特 多 项 式 75 
XM (7) 76 


QAR 相对 微分 模 151 


